
Ëèñòîê 2

Çàäà÷à 0. Òþðüìà íàõîäèòñÿ â íà÷àëå êîîðäèíàò, à äîðîãà ñîâïàäàåò ñ îñüþ OX, ïîëå �

âñÿ ïëîñêîñòü âíå îñè OX. Èç òþðüìû ñáåæàë çàêëþ÷åííûé. Èçâåñòíî, ÷òî ïðè äâèæåíèè

ïî äîðîãå åãî ñêîðîñòü ðàâíà 5 êì/÷, à ïî ïîëþ � 2 êì/÷. ×åðåç ÷àñ åãî õâàòèëèñü. Óêàæèòå

âñå âîçìîæíûå òî÷êè ïëîñêîñòè, â êîòîðûõ ìîæåò íàõîäèòüñÿ çàêëþ÷åííûé.

Çàäà÷à 1. Ïóñòü çàäàíî ñåìåéñòâî êðèâûõ f(x, y, C) = 0 íà ïëîñêîñòè. Ãëàäêàÿ êðè-

âàÿ γ(t) = (x(t), y(t)) íàçûâàåòñÿ îãèáàþùåé ýòîãî ñåìåéñòâà, åñëè ñóùåñòâóåò ãëàäêàÿ

ôóíêöèÿ C(t) òàêàÿ, ÷òî íà âñÿêîì ïðîìåæóòêå C(t) íå ÿâëÿåòñÿ ïîñòîÿííîé è äëÿ âñÿ-

êîãî t êðèâàÿ γ â òî÷êå γ(t) êàñàåòñÿ êðèâîé f(x, y, C(t)) = 0. Äîêàæèòå, ÷òî îãèáàþùàÿ

óäîâëåòâîðÿåò ñèñòåìå óðàâíåíèé:

f(x, y, C) = 0, fC(x, y, C) = 0.

Çàäà÷à 2.

(i) Íàéäèòå îãèáàþùèå ñåìåéñòâà êðèâûõ

(a) C2 + xC + y = 0, (b) C3 + xC + y = 0, (c) (x− C)2 + (y − C)2 = 1,

(d) x2

C2 +
y2

1−C2 = 1, |C| < 1.

(ii) Îáúÿñíèòå êàê ñ ïîìîùüþ îãèáàþùèõ â ïóíêòàõ (a) è (b) ðåøèòü ãåîìåòðè÷åñêè

óðàâíåíèÿ t2 + xt+ y = 0 è t3 + xt+ y = 0 îòíîñèòåëüíî t.

(iii) Äîêàæèòå, ÷òî îãèáàþùàÿ ñåìåéñòâà ðåøåíèé óðàâíåíèÿ F (x, y, y′) = 0 ÿâëÿåòñÿ

îñîáûì ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ, ò. å. òàêèì ðåøåíèåì, êîòîðîå â êàæäîé ñâîåé òî÷êå êàñàåòñÿ

íåêîòîðîãî äðóãîãî ðåøåíèÿ è íå ñîâïàäàåò ñ ýòèì ðåøåíèåì íè â êàêîé îêðåñòíîñòè òî÷êè

êàñàíèÿ.

Çàäà÷à 3. Ïóñòü ôóíêöèÿ b(x, y) êâàçèîäíîðîäíà ñòåïåíè n ñ âåñàìè α è β, òî åñòü

b(eατx, eβτy) = enτb(x, y).

Äîêàæèòå, ÷òî ïîëå íàïðàâëåíèé óðàâíåíèÿ y′ = b(x, y) íà îáëàñòè

{(x, y) : x > 0, y > 0}

èíâàðèàíòíî îòíîñèòåëüíî ãðóïïû ïðåîáðàçîâàíèé gτ (x, y) = (eατx, eβτy) òîãäà è òîëüêî

òîãäà, êîãäà n = β − α. Ïóñòü òåïåðü n = β − α. Íàéäèòå çàìåíó, êîòîðàÿ ïðåîáðàçóåò

óðàâíåíèå y′ = b(x, y) â óðàâíåíèå ñ ðàçäåëÿþùèìèñÿ ïåðåìåííûìè. Â êàêèõ êîîðäèíàòàõ

ðàçäåëÿþòñÿ ïåðåìåííûå â óðàâíåíèè y′ = xy2 + x3y3?

Çàäà÷à 4. Êàêèå èç ñëåäóþùèõ âåêòîðíûõ ïîëåé íà ïðÿìîé ìîæíî ïåðåâåñòè äðóã â

äðóãà äèôôåîìîðôèçìîì:

(2 sin x)∂x, (sin2 x)∂x, (sin 2x)∂x?

Çàäà÷à 5. Íàéäèòå âñå âåêòîðíûå ïîëÿ íà ïëîñêîñòè, êîòîðûå êîììóòèðóþò ñ ïîëåì:

(a) ∂
∂x
, (b) 2 ∂

∂x
− ∂

∂y
.
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