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1 Ãåîìåòðè÷åñêèé ïîäõîä ê îïðåäåëåíèþ ïîëèâåêòîðîâ

Òåìà ðåêîìåíäîâàíà ñòóäåíòàì 1�2 êóðñîâ.

Àëãåáðàè÷åñêè, k-âåêòîð â Rn îïðåäåëÿåòñÿ êàê ýëåìåíò k-îé âíåøíåé ñòåïåíè ΛkRn. Çàäà-

÷à: ðàçâèòü òåîðèþ k-âåêòîðîâ, èñõîäÿ èç ñëåäóþùåãî ãåîìåòðè÷åñêîãî îïðåäåëåíèÿ, ïîõîæåãî

íà îïðåäåëåíèå âåêòîðà êàê êëàññà ýêâèâàëåíòíîñòè íàïðàâëåííûõ îòðåçêîâ. Îïðåäåëèì ΛkRn

êàê âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî íàä R, ïîðîæäåííîå (ïîëè)âåêòîðàìè âèäà [P ], ãäå P � âûïóêëûé

îðèåíòèðîâàííûé k-ìåðíûé ìíîãîãðàííèê â Rn. Êâàäðàòíûå ñêîáêè � ýòî ïðîñòî îáîçíà÷åíèå

äëÿ ñîîòâåòñòâèÿ, ïåðåâîäÿùåãî ìíîãîãðàííèêè â ïîëèâåêòîðû. Ïðè ýòîì â ΛkRn âûïîëíåíû

ñëåäóþùèå ñîîòíîøåíèÿ:

• Åñëè ìíîãîãðàííèêè P è Q ëåæàò â îäíîì è òîì æå ïîäïðîñòðàíñòâå ðàçìåðíîñòè k, èìåþò
îäèíàêîâûå ïëîùàäè è îðèåíòàöèè, òî [P ] = [Q].

• Åñëè ìíîãîãðàííèêè P è Q ëåæàò â îäíîì è òîì æå ïîäïðîñòðàíñòâå ðàçìåðíîñòè k, èìåþò
îäèíàêîâûå ïëîùàäè, íî ðàçíûå îðèåíòàöèè, òî [P ] = −[Q].

• Åñëè λ > 0, à ìíîãîãðàííèê λP îïðåäåëÿåòñÿ êàê {λx |x ∈ P} ñ òîé æå îðèåíòàöèåé, ÷òî è

P , òî [λP ] = λ[P ].

• Åñëè ∆ � îðèåíòèðîâàííûé âûïóêëûé ìíîãîãðàííèê ðàçìåðíîñòè k + 1, òî
∑

[P ] = 0, ãäå
ñóììèðîâàíèå ðàñïðîñòðàíÿåòñÿ íà âñå ãèïåðãðàíè (ãðàíè ðàçìåðíîñòè k) ìíîãîãðàííèêà
∆, îðèåíòèðîâàííûå êàê ãðàíèöà ìíîãîãðàííèêà ∆.

Âñå îñòàëüíûå ñîîòíîøåíèÿ â ΛkRn ÿâëÿþòñÿ ñëåäñòâèÿìè ïåðå÷èñëåííûõ âûøå. Òàêèì îáðàçîì,

ΛkRn ìîæíî îïðåäåëèòü êàê íåêîòîðîå ôàêòîðïðîñòðàíñòâî. (Ñôîðìóëèðóéòå ýòî îïðåäåëåíèå

òî÷íî è ñòðîãî). Äîêàæèòå îñíîâíûå ñâîéñòâà ïîëèâåêòîðîâ èñõîäÿ èç ýòîãî îïðåäåëåíèÿ. Íàïðè-

ìåð, äîêàæèòå, ÷òî âñÿêèé ïîëèâåêòîð ìîæíî ïðåäñòàâèòü êàê ëèíåéíóþ êîìáèíàöèþ ïàðàëëå-

ëåïèïåäîâ (òî÷íåå, ïîëèâåêòîðîâ âèäà [P ], ãäå P � ïàðàëëåëåïèïåä) è ïîñ÷èòàéòå ðàçìåðíîñòü

ïðîñòðàíñòâà ΛkRn.

Èäåÿ ïðîåêòà ïðèíàäëåæèò À.Ã. Õîâàíñêîìó.

Èñòî÷íèê:

Ì.Ì. Ïîñòíèêîâ, Ëåêöèè ïî ãåîìåòðèè. Ñåìåñòð 1. Àíàëèòè÷åñêàÿ ãåîìåòðèÿ, Íàóêà, 1979

2 Òåîðåìà î êëàññèôèêàöèè ïðÿìîëèíåéíûõ øåñòèóãîëüíûõ 3-

òêàíåé

Òåìà ðåêîìåíäîâàíà ñòóäåíòàì 2�3 êóðñîâ.

Òêàíü íà îòêðûòîé îáëàñòè U ïëîñêîñòè � ýòî íåñêîëüêî (ñêàæåì, 3) ñåìåéñòâ êðèâûõ, òàêèõ,

÷òî êàæäîå ñåìåéñòâî çàìåòàåò îáëàñòü U , è êðèâûå èç ðàçíûõ ñåìåéñòâ íå êàñàþòñÿ. Ðàçáåðè-

òå òåîðåìó î òîì, êàê âûãëÿäÿò ïðÿìîëèíåéíûå 3-òêàíè, ïåðåâîäÿùèåñÿ çàìåíîé êîîðäèíàò â

òêàíü èç ïðÿìûõ, ïàðàëëåëüíûõ ñòîðîíàì ïðàâèëüíîãî òðåóãîëüíèêà. (Òàêèå òêàíè íàçûâàþòñÿ

ïðÿìîëèíåéíûìè øåñòèóãîëüíûìè 3-òêàíÿìè).



Îêàçûâàåòñÿ, êàæäàÿ òàêàÿ òêàíü ñâÿçàíà ñ íåêîòîðîé âåùåñòâåííîé àëãåáðàè÷åñêîé êðèâîé

C, äâîéñòâåííîé ê êóáèêå. Äðóãèìè ñëîâàìè, ìíîæåñòâî âñåõ êàñàòåëüíûõ ê C çàäàåòñÿ êóáè÷å-

ñêèì óðàâíåíèåì. Îòñþäà, â ÷àñòíîñòè, ñëåäóåò, ÷òî èç êàæäîé òî÷êè ïëîñêîñòè ìîæíî ïðîâåñòè

íå áîëåå ÷åì 3 êàñàòåëüíûõ ê C. Ëþáàÿ ïðÿìîëèíåéíàÿ øåñòèóãîëüíàÿ 3-òêàíü ñîñòîèò èç êàñà-
òåëüíûõ ê íåêîòîðîé êðèâîé C îïèñàííîãî âèäà.

Èñòî÷íèê:

Â. Áëÿøêå, Ââåäåíèå â ãåîìåòðèþ òêàíåé, Ôèçìàòãèç, 1959

3 Òåîðåìà Ãèëüáåðòà î ãåîìåòðèçàöèè

Òåìà ðåêîìåíäîâàíà ñòóäåíòàì 1�2 êóðñîâ.

Ðàçáåðèòå ñëåäóþùóþ òåîðåìó Ä. Ãèëüáåðòà. Ïóñòü G � ãðóïïà ñîõðàíÿþùèõ îðèåíòàöèþ

ãîìåîìîðôèçìîâ âåùåñòâåííîé ïëîñêîñòè R2. Ñòàáèëèçàòîð òî÷êè a ∈ R2 îïðåäåëÿåòñÿ êàê

ïîäãðóïïà Ga ⊂ G, ñîñòîÿùàÿ èç âñåõ g ∈ G, òàêèõ, ÷òî g(a) = a. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî âûïîëíåíû
ñëåäóþùèå ïðåäïîëîæåíèÿ íà ãðóïïó G:

• Äëÿ ëþáûõ äâóõ òî÷åê a 6= b, ìíîæåñòâî Ga(b) (îðáèòà òî÷êè b ïðè äåéñòâèè ãðóïïû Ga)

áåñêîíå÷íî.

• Ìíîæåñòâî óïîðÿäî÷åííûõ øåñòåðîê (a, b, c, a′, b′, c′) òî÷åê, òàêèõ ÷òî

a′ = g(a), b′ = g(b), c′ = g(c)

äëÿ íåêîòîðîãî g ∈ G, çàìêíóòî â (R2)6.

Ïðè ýòèõ ïðåäïîëîæåíèÿõ ñóùåñòâóåò ñîõðàíÿþùèé îðèåíòàöèþ ãîìåîìîðôèçì ϕ ìåæäó R2 è

åâêëèäîâîé ïëîñêîñòüþ èëè ïëîñêîñòüþ Ëîáà÷åâñêîãî, òàêîé, ÷òî ãðóïïà ϕGϕ−1 ñîâïàäàåò ñ

ãðóïïîé äâèæåíèé.

Èñòî÷íèê:

Ä. Ãèëüáåðò, Îñíîâàíèÿ ãåîìåòðèè, ÎÃÈÇ Ãîñòåõèçäàò, 1948

4 Êîìáèíàòîðíîå ìíîæåñòâî Ìàíäåëüáðîòà

Ìíîæåñòâî Ìàíäåëüáðîòà � îäèí èç ñàìûõ èçâåñòíûõ ôðàêòàëîâ. Ýòî ìíîæåñòâî M âñåõ êîì-

ïëåêñíûõ ÷èñåë c, äëÿ êîòîðûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

c, c2 + c, (c2 + c)2 + c, . . .

îãðàíè÷åííà. Ìíîæåñòâî Ìàíäåëüáðîòà î÷åíü âàæíî â òåîðèè êîìïëåêñíûõ äèíàìè÷åñêèõ ñè-

ñòåì � áëàãîäàðÿ ÿâëåíèþ ðåíîðìàëèçàöèè, îíî âîçíèêàåò ïðàêòè÷åñêè âî âñåõ ñëó÷àÿõ, êîãäà

ðàññìàòðèâàþòñÿ èòåðàöèè ãîëîìîðôíûõ îòîáðàæåíèé, àíàëèòè÷åñêè çàâèñÿùèõ îò ïàðàìåòðà.

Êàê äîêàçàëè Äóàäè è Õàááàðä, ìíîæåñòâî M ñâÿçíî. Çíàìåíèòàÿ ãèïîòåçà î òîì, ÷òî M òàêæå

ëîêàëüíî ñâÿçíî, íà ïðîòÿæåíèè ìíîãèõ ëåò íå ïîääàåòñÿ àêòèâíûì àòàêàì ñî ñòîðîíû ìíîãèõ

çàìå÷àòåëüíûõ ìàòåìàòèêîâ.

4.1 Êâàäðàòè÷íàÿ ìèíîðíàÿ ëàìèíàöèÿ

Òåìà ðåêîìåíäîâàíà ñòóäåíòàì 1�3 êóðñîâ.

Åñëè ìíîæåñòâî M ëîêàëüíî ñâÿçíî, òî ìû çíàåì ïðî íåãî âñå. Èìååòñÿ ìîäåëü, îáúÿñíÿþ-

ùàÿ â òî÷íîñòè êàê óñòðîåíî ìíîæåñòâî Ìàíäåëüáðîòà. Ýòà ìîäåëü ïðèíàäëåæèò Â. Òåðñòîíó è

íàçûâàåòñÿ êâàäðàòè÷íîé ìèíîðíîé ëàìèíàöèåé.

Êâàäðàòè÷íàÿ ìèíîðíàÿ ëàìèíàöèÿ QML � ýòî íàáîð íåïåðåñåêàþùèõñÿ õîðä è âïèñàííûõ

ìíîãîóãîëüíèêîâ â åäèíè÷íîì äèñêå. Ýòîò íàáîð ìîæíî îïèñàòü ÿâíî � ðàçáåðèòå ýòî ÿâíîå îïè-

ñàíèå. Åñëè ñõëîïíóòü âñå õîðäû è âñå ìíîãîóãîëüíèêè â QML, òî ïîëó÷åííîå ôàêòîðïðîñòðàí-
ñòâîM c ãîìåîìîðôíî ìíîæåñòâóM � åñëè òîëüêî ïîñëåäíåå ëîêàëüíî ñâÿçíî. ÏðîñòðàíñòâîM c

íàçûâàåòñÿ êîìáèíàòîðíûì ìíîæåñòâîì Ìàíäåëüáðîòà.



Èñòî÷íèê:

W. Thurston. The combinatorics of iterated rational maps (1985), with appendix by D. Schleicher,

Laminations, Julia sets, and the Mandelbrot set, published in: �Complex dynamics: Families and

Friends�, ed. by D. Schleicher, A K Peters (2009), 1�137.

4.2 Óíèâåðñàëüíûé äåíäðèò

Èññëåäîâàòåëüñêàÿ òåìà ðåêîìåíäîâàíà ñòóäåíòàì 3�4 êóðñîâ è ñòóäåíòàì ìàãèñòðàòóðû.

Ìíîæåñòâî M c ìîæíî âëîæèòü â ïëîñêîñòü. Áîëåå òîãî, èìååòñÿ êàíîíè÷åñêèé ñïîñîá ýòî

ñäåëàòü, åäèíñòâåííûé ñ òî÷íîñòüþ äî ñîõðàíÿþùåãî îðèåíòàöèþ ãîìåîìîðôèçìà ïëîñêîñòè.

Ðàññìîòðèì òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî M cd, ïîëó÷åííîå èç M c ñëåäóþùåé îïåðàöèåé: çàìû-

êàíèå êàæäîé êîìïîíåíòû âíóòðåííîñòè ìíîæåñòâà M c ñõëîïûâàåòñÿ â òî÷êó. Ìíîæåñòâî M cd

òîæå ìîæíî âëîæèòü â ïëîñêîñòü, êàíîíè÷åñêè â òîì æå ñìûñëå. ÏðîñòðàíñòâîM cd ïðåäñòàâëÿåò

ñîáîé ïðèìåð äåíäðèòà.

Âîîáùå, äåíäðèòîì íàçûâàåòñÿ òàêîé ëîêàëüíî ñâÿçíûé êîíòèíóóì (êîíòèíóóì = ñâÿçíîå

êîìïàêòíîå ìåòðèçóåìîå òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî), êîòîðûé íå ñîäåðæèò íè îäíîé ïðîñòîé

çàìêíóòîé êðèâîé. Äåíäðèòû ìîæíî ïðåäñòàâëÿòü ñåáå êàê äåðåâüÿ, âîçìîæíî, ñ áåñêîíå÷íûì

(èëè äàæå ïëîòíûì) ìíîæåñòâîì âåðøèí. Óíèâåðñàëüíûì äåíäðèòîì íàçûâàåòñÿ òàêîé äåíäðèò,

â êîòîðûé ìîæíî âëîæèòü ëþáîé äåíäðèò. Èçâåñòíû ÿâíûå ïðèìåðû óíèâåðñàëüíûõ äåíäðèòîâ,

íî ýòè ÿâíûå ïðèìåðû íå èãðàþò çàìåòíîé ðîëè â ìàòåìàòèêå.

Çàäà÷à. ßâëÿåòñÿ ëè ìíîæåñòâî M cd óíèâåðñàëüíûì äåíäðèòîì?

5 Âíåøíèå áèëüÿðäû â òðåóãîëüíèêå íà ïëîñêîñòè Ëîáà÷åâñêîãî

Èññëåäîâàòåëüñêàÿ òåìà ðåêîìåíäîâàíà ñòóäåíòàì 3�4 êóðñîâ è ñòóäåíòàì ìàãèñòðàòóðû.

Âíåøíèé áèëüÿðä â òðåóãîëüíèêå ABC óñòðîåí ñëåäóþùèì îáðàçîì. Íà÷èíàåì ñ òî÷êè X,

ëåæàùåé âíå òðåóãîëüíèêà. Ðàññìîòðèì âåðøèíó òðåóãîëüíèêà, êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ ñàìîé ïðàâîé,

åñëè ñìîòðåòü èç òî÷êè X. Äîïóñòèì äëÿ îïðåäåëåííîñòè, ÷òî ýòî âåðøèíà A. Íà ïðÿìîé XA
îòìåòèì òî÷êó Y 6= X, ðàññòîÿíèå äî êîòîðîé îò òî÷êè A ñîâïàäàåò ñ äëèíîé îòðåçêà AX. Òî÷êà

Y � îáðàç òî÷êè X ïðè îòîáðàæåíèè áèëüÿðäà. Âíåøíèé áèëüÿðä â òðåóãîëüíèêå íà àôôèííîé

ïëîñêîñòè íå î÷åíü èíòåðåñåí, çàòî èíòåðåñíî ðàññìàòðèâàòü âíåøíèå áèëüÿðäû íà ïëîñêîñòè

Ëîáà÷åâñêîãî. Îáîçíà÷èì îòîáðàæåíèå áèëüÿðäà ÷åðåç f . Ýòî îòîáðàæåíèå îïðåäåëåíî âî âñåõ

òî÷êàõ âíå òðåóãîëüíèêà ABC, íî íå âî âñåõ òî÷êàõ ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíûì. Ïóñòü J � çàìûêàíèå

ìíîæåñòâà òåõ òî÷åê ïëîñêîñòè Ëîáà÷åâñêîãî, â êîòîðûõ èòåðàöèÿ f◦n íå ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíîé

äëÿ íåêîòîðîãî n.
Çàäà÷à 1. Ñóùåñòâóþò ëè áëóæäàþùèå êîìïîíåíòû äîïîëíåíèÿ äî ìíîæåñòâà J , òî åñòü òàêèå

êîìïîíåíòû Ω, ÷òî f◦n(Ω) ∩ Ω = ∅ äëÿ ëþáîãî n?
Çàäà÷à 2. Âåðíî ëè, ÷òî ëþáàÿ êîìïîíåíòà Ω äîïîëíåíèÿ äî ìíîæåñòâà J îãðàíè÷åíà ëèáî

îêðóæíîñòüþ, ëèáî âûïóêëûì ìíîãîóãîëüíèêîì?

Äèïëîìíàÿ ðàáîòà À. Ïóøêàðü ñîäåðæèò ïðîìåæóòî÷íûå ðåçóëüòàòû â ýòîì íàïðàâëåíèè, à

òàêæå äîñòàòî÷íî îáøèðíûé ýêñïåðèìåíòàëüíûé ìàòåðèàë. Ýòà èññëåäîâàòåëüñêàÿ òåìà ìîòèâè-

ðîâàíà çàäà÷àìè, ïîñòàâëåííûìè Ñ.Ë. Òàáà÷íèêîâûì.

6 Îêðóæíîñòè è ðàññëîåíèÿ Õîïôà

Èññëåäîâàòåëüñêàÿ òåìà ðåêîìåíäîâàíà ñòóäåíòàì 3�4 êóðñîâ è ñòóäåíòàì ìàãèñòðàòóðû.

Çàäà÷à. Ïóñòü f : RP 3 → S2 � äîñòàòî÷íî ãëàäêîå ñþðúåêòèâíîå îòîáðàæåíèå, ïåðåâîäÿùåå

âñå ïðÿìûå â îêðóæíîñòè. Äîêàçàòü (èëè îïðîâåðãíóòü), ÷òî f = M ◦H ◦P , ãäå P : RP 3 → RP 3 �

ïðîåêòèâíûé àâòîìîðôèçì, H : RP 3 → S2 � ðàññëîåíèå Õîïôà, àM : S2 → S2 � ïðåîáðàçîâàíèå

Ìåáèóñà.

Ìíå êàæåòñÿ, ÷òî ýòîò ðåçóëüòàò ìîæíî âûâåñòè èç òåîðåìû À.Ã. Õîâàíñêîãî ïðî îòîáðàæåíèÿ

èç îòêðûòîãî ïîäìíîæåñòâà ïëîñêîñòè â îòêðûòîå ïîäìíîæåñòâî ñôåðû, ïåðåâîäÿùèå îòðåçêè



ïðÿìûõ â äóãè îêðóæíîñòåé. Âïðî÷åì, âîçìîæíî, ýòîò ðåçóëüòàò ïðîùå, ÷åì òåîðåìà À.Ã. Õîâàí-

ñêîãî. Èíòåðåñíû òàêæå àíàëîãè ýòîãî óòâåðæäåíèÿ äëÿ êâàòåðíèîííîãî (RP 7 → S4) è îêòàâíîãî

(RP 15 → S8) ðàññëîåíèé Õîïôà. Â êâàòåðíèîííîì ñëó÷àå, ïî âñåé âèäèìîñòè, ìîæíî áûëî áû

èñïîëüçîâàòü ìîþ òåîðåìó ïðî îòîáðàæåíèÿ èç îòêðûòîãî ïîäìíîæåñòâà ÷åòûðåõìåðíîãî ïðî-

ñòðàíñòâà â îòêðûòîå ïîäìíîæåñòâî ÷åòûðåõìåðíîé ñôåðû, ïåðåâîäÿùèå îòðåçêè ïðÿìûõ â äóãè

îêðóæíîñòåé.


