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1 Îðòîãîíàëüíûå ìàòðèöû è òðåõìåðíàÿ ñôåðà

Òåìà ðåêîìåíäîâàíà ñòóäåíòàì 1�2 êóðñîâ, îáëàäàþùèõ áàçîâîé òîïîëîãè÷åñêîé èíòóèöèåé.

Â õîäå êóðñîâîé ðàáîòû íóæíî áóäåò ðåøèòü, ëèáî ðàçîáðàòüñÿ â èìåþùåìñÿ ðåøåíèè ñëå-

äóþùåé çàäà÷è:

Ó îðòîãîíàëüíîé ìàòðèöû ðàçìåðà 3× 3 ðàçðåøàåòñÿ ìåíÿòü çíàê ëþáîãî ñòîëáöà èëè ëþáîé
ñòðîêè. Äîêàçàòü, ÷òî ïðîñòðàíñòâî îðòîãîíàëüíûõ ìàòðèö ñ òî÷íîñòüþ äî óêàçàííûõ ïðåîáðà-

çîâàíèé ãîìåîìîðôíî òðåõìåðíîé ñôåðå.

Â ñëó÷àå ñàìîñòîÿòåëüíîãî ðåøåíèÿ ìîãóò ïîëó÷èòüñÿ êàêèå-òî íîâûå êðàñèâûå êîíñòðóêöèè.

Â ñëó÷àå ðàçáîðà èìåþùåãîñÿ ðåøåíèÿ, ó ñòóäåíòà áóäåò âîçìîæíîñòü ðàçîáðàòüñÿ ñ ïîíÿòèåì

òîðîâ Ëèóâèëëÿ-Àðíîëüäà è ïîâûñèòü ñâîé óðîâåíü â òîïîëîãèè.

2 Îñíîâû òîïîëîãè÷åñêîé êîìáèíàòîðèêè

Òåìà ðåêîìåíäîâàíà ñòóäåíòàì 1�2 êóðñîâ, æåëàþùèì óçíàòü, êàê òîïîëîãèÿ ïîìîãàåò ðå-

øàòü ýëåìåíòàðíî ôîðìóëèðóåìûå çàäà÷è êîìáèíàòîðèêè

Ãðàô Êíåçåðà Kn,k � ýòî ãðàô, âåðøèíàìè êîòîðîãî ÿâëÿþòñÿ âñå k-ýëåìåíòíûå ïîäìíîæå-
ñòâà â n-ýëåìåíòíîì ìíîæåñòâå, à ðåáðà � ïàðû íåïåðåñåêàþùèõñÿ ïîäìíîæåñòâ. Çàäà÷à âû÷èñ-

ëåíèÿ õðîìàòè÷åñêîãî ÷èñëà òàêîãî ãðàôà äîñòàòî÷íî ñëîæíàÿ. Âñå èìåþùèåñÿ ðåøåíèÿ ýòîé

çàäà÷è îïèðàþòñÿ íà òîïîëîãè÷åñêèå ìåòîäû è ñîñòàâëÿþò îñíîâó òîïîëîãè÷åñêîé êîìáèíàòîðè-

êè.

Â õîäå êóðñîâîé íóæíî áóäåò ðàçîáðàòüñÿ ñ ðåøåíèåì çàäà÷è î õðîìàòè÷åñêîì ÷èñëå ãðàôà

Êíåçåðà. Ñàìûé ïðîñòîé ñïîñîá � âíèìàòåëüíî ðàçîáðàòü ñòàòüþ Èìðå Áàðàíÿ, â êîòîðîé äî-

êàçàòåëüñòâî îñíîâûâàåòñÿ íà äâóõ ðåçóëüòàòàõ, èìåþùèõ ñàìîñòîÿòåëüíóþ öåííîñòü: òåîðåìå

Áîðñóêà-Óëàìà èç òîïîëîãèè è òåîðåìå Ãåéëà èç âûïóêëîé ãåîìåòðèè, äîêàçàòåëüñòâà êîòîðûõ

òîæå íóæíî áóäåò ðàçîáðàòü. Ïðè æåëàíèè ìîæíî óãëóáèòüñÿ â òîïîëîãè÷åñêóþ êîìáèíàòîðèêó.

3 Îñíîâû àëãåáðàè÷åñêîé êîìáèíàòîðèêè ñèìïëèöèàëüíûõ êîì-

ïëåêñîâ

Òåìà ðåêîìåíäîâàíà ñòóäåíòàì 1�2 êóðñîâ, æåëàþùèì óçíàòü, êàê ãîìîëîãè÷åñêàÿ àëãåáðà è

òîïîëîãèÿ èñïîëüçóþòñÿ â çàäà÷àõ êîìáèíàòîðèêè

Êëàññè÷åñêàÿ çàäà÷à àëãåáðàè÷åñêîé êîìáèíàòîðèêè: îïèñàòü ñîîòíîøåíèÿ íà ÷èñëà ãðàíåé

ìíîãîãðàííèêîâ, ñèìïëèöèàëüíûõ êîìïëåêñîâ, èëè äàæå áîëåå îáùèõ êëåòî÷íûõ êîìïëåêñîâ.

Â õîäå êóðñîâîé ðàáîòû íóæíî áóäåò ðàçîáðàòüñÿ ñ áàçîâûìè ïîíÿòèÿìè: h-÷èñëàìè ñèìïëè-
öèàëüíûõ êîìïëåêñîâ, àëãåáðàìè Ñòåíëè-Ðàéñíåðà, òåîðåìîé Êðàñêàëà-Êàòîíû-Øóòöåíáåðæå,

òåîðåìîé Ìàêîëåÿ, ñîîòíîøåíèÿìè Äåíà-Ñîììåðâèëëÿ. Â êà÷åñòâå ñàìîñòîÿòåëüíîé ðàáîòû ìîæ-

íî ïîïðîáîâàòü äîêàçàòü îáîáùåííûå ñîîòíîøåíèÿ Äåíà-Ñîììåðâèëëÿ äëÿ òðèàíãóëèðîâàííûõ

ìíîãîîáðàçèé.



4 Ðàöèîíàëüíî íåðåàëèçóåìûå âûïóêëûå ìíîãîãðàííèêè è äâîé-

ñòâåííîñòü Ãåéëà

Òåìà ðåêîìåíäîâàíà ñòóäåíòàì 1�2 êóðñîâ, èíòåðåñóþùèõñÿ âûïóêëîé ãåîìåòðèåé

Âûïóêëûå ìíîãîãðàííèêè ìîæíî çàäàâàòü äâóìÿ ñïîñîáàìè: ëèáî êàê âûïóêëóþ îáîëî÷êó

êîíå÷íîãî ÷èñëà òî÷åê, ëèáî êàê îãðàíè÷åííîå ïåðåñå÷åíèå êîíå÷íîãî ÷èñëà àôôèííûõ ïîëó-

ïðîñòðàíñòâ. Ðàöèîíàëüíûì ìíîãîãðàííèêîì íàçûâàåòñÿ ìíîãîãðàííèê, ó êîòîðîãî âñå âåðøèíû

èìåþò ðàöèîíàëüíûå êîîðäèíàòû, èëè, ÷òî ýêâèâàëåíòíî, ó êîòîðîãî âñå ïîëóïðîñòðàíñòâà çà-

äàþòñÿ àôôèííûìè íåðàâåíñòâàìè ñ ðàöèîíàëüíûìè êîýôôèöèåíòàìè.

Ìíîãîãðàííèê íàçûâàåòñÿ ñèìïëèöèàëüíûì, åñëè âñå åãî ñîáñòâåííûå ãðàíè ñóòü ñèìïëåêñû.

Ìíîãîãðàííèê íàçûâàåòñÿ ïðîñòûì, åñëè â êàæäîé åãî âåðøèíå ñõîäèòñÿ ðîâíî ñòîëüêî ãèïåð-

ãðàíåé, êàêîâà åãî ðàçìåðíîñòü. Êàæäûé ñèìïëèöèàëüíûé ìíîãîãðàííèê ìîæíî, íå ìåíÿÿ åãî

êîìáèíàòîðèêè, ïðåâðàòèòü â ðàöèîíàëüíûé ìíîãîãðàííèê, íåìíîãî ïîøåâåëèâ åãî âåðøèíû.

Êàæäûé ïðîñòîé ìíîãîãðàííèê ìîæíî ñäåëàòü ðàöèîíàëüíûì, ïîøåâåëèâ çàäàþùèå åãî àôôèí-

íûå íåðàâåíñòâà.

Îêàçûâàåòñÿ, ñóùåñòâóåò ìíîãîãðàííèê, íå ïðîñòîé è íå ñèìïëèöèàëüíûé, ó êîòîðîãî íåò

âûïóêëîé ðàöèîíàëüíîé ðåàëèçàöèè. Íàäî áóäåò ðàçîáðàòüñÿ ñ êîíñòðóêöèåé òàêîãî ìíîãîãðàí-

íèêà. Ýòà êîíñòðóêöèÿ îïèðàåòñÿ íà ïîíÿòèå äâîéñòâåííîñòè Ãåéëà, èãðàþùåé âàæíóþ ðîëü â

âûïóêëîé è àëãåáðàè÷åñêîé ãåîìåòðèè.

5 Òðèàíãóëÿöèè ñôåð, íå èìåþùèå âûïóêëîé ðåàëèçàöèè

Òåìà ðåêîìåíäîâàíà ñòóäåíòàì 1�2 êóðñîâ, èíòåðåñóþùèõñÿ âûïóêëîé ãåîìåòðèåé

Èçâåñòíî, ÷òî ñóùåñòâóþò òðèàíãóëÿöèè ñôåð, äëÿ êîòîðûõ íåëüçÿ ïîäîáðàòü êîìáèíàòîðíî

ýêâèâàëåíòíûé èì ñèìïëèöèàëüíûé âûïóêëûé ìíîãîãðàííèê. Òàêèå ñôåðû íàçûâàþòñÿ íåïî-

ëèòîïàëüíûìè. Ïðîãðàììà ìèíèìóì äëÿ êóðñîâîé: ðàçîáðàòüñÿ ñ êëàññè÷åñêèìè êîíñòðóêöèÿ-

ìè íåïîëèòîïàëüíûõ ñôåð: ñôåðîé Áàðíåòòà, ñôåðîé Áðþêíåðà è ñôåðàìè Áèðà. Ñëåäóÿ ýòîé

ïðîãðàììå, ìîæíî èçó÷èòü ìíîæåñòâî âàæíûõ òåì, íà÷èíàÿ îò áàçîâîé âûïóêëîé ãåîìåòðèè,

çàêàí÷èâàÿ îöåíêàìè íà ÷èñëà Áåòòè ïîëóàëãåáðàè÷åñêèõ ìíîæåñòâ.

Ïðîãðàììà ìàêñèìóì òàêîâà. Êîíñòðóêöèÿ ñôåð Áèðà ïîçâîëÿåò ìàññîâî ïðîèçâîäèòü íåïî-

ëèòîïàëüíûå ñôåðû. À èìåííî, äîêàçàíî, ÷òî ñôåð Áèðà ñ çàäàííûì ÷èñëîì âåðøèí àñèìïòîòè-

÷åñêè ãîðàçäî áîëüøå, ÷åì ìîæåò áûòü âûïóêëûõ ñèìïëèöèàëüíûõ ìíîãîãðàííèêîâ ñ çàäàííûì

÷èñëîì âåðøèí. Îòñþäà, êîíå÷íî, ñëåäóåò, ÷òî áîëüøèíñòâî ñôåð Áèðà íåïîëèòîïàëüíû. Îäíà-

êî, íè îäíîãî êîíêðåòíîãî ïðèìåðà íåïîëèòîïàëüíîé ñôåðû Áèðà ÷åëîâå÷åñòâî, ïî-âèäèìîìó, íå

çíàåò. Õîòåëîñü áû âîñïîëíèòü ýòîò ïðîáåë.

6 Ýêçîòè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí è àëãåáðû ñ äâîéñòâåííîñòüþ Ïóàíêà-

ðå

Òåìà ðåêîìåíäîâàíà ñòóäåíòàì 1�2 êóðñîâ, èíòåðåñóþùèõñÿ àëãåáðîé è êîìáèíàòîðèêîé

Ïóñòü P � îäíîðîäíûé ìíîãî÷ëåí ñòåïåíè n. Êàæäîìó òàêîìó ìíîãî÷ëåíó ìîæíî ñîïîñòàâèòü
íàáîð íàòóðàëüíûõ ÷èñåë

(d0, d1, ..., dn)

ãäå dk åñòü ðàçìåðíîñòü âåêòîðíîãî ïðîñòðàíñòâà, ïîðîæäåííîãî âñåìè ÷àñòíûìè ïðîèçâîäíûìè
ïîðÿäêà k îò P . Â êà÷åñòâå ìèíèìàëüíîé íåîáõîäèìîé ïðîãðàììû, â êóðñîâîé íàäî ðàçîáðàòüñÿ,

ïî÷åìó dk = dn−k (ò.å. ÷èñëà dk îáðàçóþò ïàëèíäðîì). Äîêàçàòåëüñòâà îïèðàþòñÿ íà ïîíÿòèÿ

àëãåáðû ñ äâîéñòâåííîñòüþ Ïóàíêàðå, è äâîéñòâåííîñòè Ìàêîëåÿ.

Äàëåå íàäî ÿâíî âûïèñàòü ïðèìåð ýêçîòè÷åñêîãî ìíîãî÷ëåíà. Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî åñëè ñëó÷àé-

íî âûáðàòü ìíîãî÷ëåí P , òî ïîëó÷åííûé ïî íåìó íàáîð ÷èñåë di ÿâëÿåòñÿ óíèìîäàëüíûì, ò.å. ýòè
÷èñëà âíà÷àëå âîçðàñòàþò, ïîòîì, ñîîòâåòñòâåííî, óáûâàþò. Îäíàêî ñóùåñòâóþò ýêçîòè÷åñêèå

ìíîãî÷ëåíû, äëÿ êîòîðûõ ýòî íå òàê. Íàäî ÿâíî âûïèñàòü õîòÿ áû îäèí òàêîé ìíîãî÷ëåí, ïîëü-

çóÿñü êîíñòðóêöèåé äâîéñòâåííîñòè Ìàêîëåÿ è àëãåáðàè÷åñêîé êîíñòðóêöèåé Ðè÷àðäà Ñòåíëè.



7 Ââåäåíèå â ôîðìóëû ëîêàëèçàöèè

Òåìà ðåêîìåíäîâàíà ñòóäåíòàì 1�2 êóðñîâ, ïîíèìàþùèì, ÷òî òàêîå êðàòíûé èíòåãðàë Ðèìà-

íà

Ôîðìóëû ýêâèâàðèàíòíîé ëîêàëèçàöèè ÷àñòî èñïîëüçóþòñÿ â òîïîëîãèè è ìàòåìàòè÷åñêîé

ôèçèêå. Ýòè ôîðìóëû ïîçâîëÿþò ñâîäèòü âû÷èñëåíèå èíòåãðàëîâ ïî ìíîãîîáðàçèÿì áîëüøîé

ðàçìåðíîñòè ê èíòåãðèðîâàíèþ ïî îïðåäåëåííûì ïîäìíîãîîáðàçèÿì. Â êóðñîâîé íóæíî áóäåò

ðàçîáðàòüñÿ ñ ïðîñòîé âåðñèåé ýòèõ ôîðìóë, íå òðåáóþùåé ïîíèìàíèÿ, ÷òî òàêîå ìíîãîîáðàçèå.

Òðåáóåòñÿ ðàçîáðàòü àëãîðèòì òî÷íîãî èíòåãðèðîâàíèÿ ìíîãî÷ëåíà ïî ìíîãîãðàííèêó. Â ñî-

äåðæàòåëüíîé (ò.å. íàèìåíåå î÷åâèäíîé) ÷àñòè ýòîãî àëãîðèòìà, èíòåãðàë ïî ìíîãîãðàííèêó çàìå-

íÿåòñÿ íà ñóììèðîâàíèå îïðåäåëåííûõ ðàöèîíàëüíûõ âûðàæåíèé ïî âåðøèíàì ìíîãîãðàííèêà,

÷òî ÿâëÿåòñÿ ýëåìåíòàðíûì ñëó÷àåì ôîðìóëû ëîêàëèçàöèè. Íóæíî áóäåò ïîíÿòü, îòêóäà òàêèå

ôîðìóëû áåðóòñÿ. Äîêàçûâàòü èõ ìîæíî ïî-ðàçíîìó, îäíàêî ëþáîå äîêàçàòåëüñòâî áóäåò ïîëåç-

íûì äëÿ îáùåãî ìàòåìàòè÷åñêîãî ðàçâèòèÿ.

8 Ìàòðîèäû è òðåõäèàãîíàëüíûå ìàòðèöû

Òåìà ðåêîìåíäîâàíà ñòóäåíòàì ìàãèñòðàòóðû

Èìååòñÿ äâà áëèçêèõ îáúåêòà: ïåðìóòîýäðè÷åñêîå ìíîãîîáðàçèå (îíî æå òîðè÷åñêîå ìíîãîîá-

ðàçèå òèïà An � òîðè÷åñêîå ìíîãîîáðàçèå, âååð êîòîðîãî îáðàçîâàí êàìåðàìè Âåéëÿ òèïà An)

è ìíîãîîáðàçèå ýðìèòîâûõ òðåõäèàãîíàëüíûõ ìàòðèö ñ çàäàííûì ïðîñòûì ñïåêòðîì. Èõ êîëüöà

êîãîìîëîãèé èìåþò îäèíàêîâóþ àääèòèâíóþ ñòðóêòóðó, íî ðàçëè÷íîå óìíîæåíèå.

Êîëüöî êîãîìîëîãèé òîðè÷åñêîãî ìíîãîîáðàçèÿ òèïà An íàçûâàåòñÿ êîëüöîì ìàòðîèäîâ. Â

ïîñëåäíåå âðåìÿ ýòî êîëüöî îáðåëî ïîïóëÿðíîñòü áëàãîäàðÿ ðàáîòàì Äæóíà Õà. Èñïîëüçóÿ êîëü-

öî ìàòðîèäîâ, îí äîêàçàë íåñêîëüêî êëàññè÷åñêèõ ãèïîòåç, âêëþ÷àÿ ýëåìåíòàðíî ôîðìóëèðóå-

ìóþ ãèïîòåçó î ëîãàðèôìè÷åñêîé âîãíóòîñòè êîýôôèöèåíòîâ õðîìàòè÷åñêîãî ìíîãî÷ëåíà ïðî-

èçâîëüíîãî ãðàôà. Â õîäå êóðñîâîé ðàáîòû íóæíî áóäåò ðàçîáðàòü òåõíèêó, ðàçâèòóþ Äæóíîì

Õà, è ïîñòàðàòüñÿ ïîíÿòü, ìîæíî ëè êàêèå-òî èç ïîëó÷åííûõ â ýòîé ðàáîòå ðåçóëüòàòîâ ïîëó-

÷èòü, èñïîëüçóÿ ìíîãîîáðàçèå ýðìèòîâûõ òðåõäèàãîíàëüíûõ ìàòðèö âìåñòî ïåðìóòîýäðè÷åñêîãî

ìíîãîîáðàçèÿ. Èíûìè ñëîâàìè, ìîæíî ëè ðàáîòàòü ñ ìàòðîèäàìè, èñïîëüçóÿ òðåõäèàãîíàëüíûå

ìàòðèöû?

9 Îá îäíîì ñïåöèàëüíîì ïîäïðîñòðàíñòâå â ìíîãîîáðàçèè ïîëíûõ

ôëàãîâ

Òåìà ðåêîìåíäîâàíà ñòóäåíòàì ìàãèñòðàòóðû

Ïóñòü Fn - ìíîãîîáðàçèå, òî÷êàìè êîòîðîãî ÿâëÿþòñÿ âñåâîçìîæíûå ïðåäñòàâëåíèÿ Cn â âèäå

ïðÿìîé ñóììû îðòîãîíàëüíûõ îäíîìåðíûõ ïîäïðîñòðàíñòâ Vi. Ýòî ìíîãîîáðàçèå åñòåñòâåííûì

îáðàçîì îòîæäåñòâëÿåòñÿ ñ ìíîãîîáðàçèåì ïîëíûõ ôëàãîâ â Cn.

Ïóñòü A - äèàãîíàëüíàÿ ìàòðèöà ñ ðàçëè÷íûìè ÷èñëàìè íà äèàãîíàëè. Ðàññìîòðèì ïîäïðî-

ñòðàíñòâî Yn,A â Fn, ñîñòîÿùåå èç ðàçëîæåíèé â ñóììó Vi, óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèþ

A(Vi) ⊂ Vi−1 ⊕ Vi ⊕ Vi+1.

Çäåñü ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî íóìåðàöèÿ èíäåêñîâ öèêëè÷åñêàÿ, òî åñòü Vn+i = Vi. Â õîäå êóðñîâîé

ðàáîòû íóæíî áóäåò ðàçîáðàòüñÿ ñ òîïîëîãè÷åñêîé ñòðóêòóðîé òàêîãî ïîäïðîñòðàíñòâà, êîòî-

ðàÿ, ïî âñåé âèäèìîñòè, ñâÿçàíà, âî-ïåðâûõ, ñ ïåðìóòîýäðè÷åñêèì ìíîãîîáðàçèåì, âî-âòîðûõ, ñ

ïåðìóòîýäðè÷åñêèì ïàðêåòîì èç êðèñòàëëîãðàôèè.

Â äàëüíåéøåì ìîæíî ïîäóìàòü, èìåþò ëè êàêîå-òî îòíîøåíèå êîãîìîëîãèè ïðîñòðàíñòâà Yn,A
ê ìàòðîèäàì èëè èõ îáîáùåíèÿì.

10 Êîìáèíàòîðèêà êëåòî÷íûõ ðàçáèåíèé ìíîãîîáðàçèé

Òåìà ðåêîìåíäîâàíà ñòóäåíòàì ìàãèñòðàòóðû



Êëàññè÷åñêèì îáúåêòîì àëãåáðàè÷åñêîé êîìáèíàòîðèêè ÿâëÿþòñÿ h-÷èñëà ñèìïëèöèàëüíûõ
êîìïëåêñîâ. Îñîáåííî õîðîøî òåîðèÿ h-÷èñåë ðàçâèòà äëÿ òðèàíãóëèðîâàííûõ ñôåð: èçâåñòíî,

÷òî h-÷èñëà òðèàíãóëèðîâàííûõ ñôåð íåîòðèöàòåëüíû è îáðàçóþò ïàëèíäðîì, à äëÿ âûïóêëûõ

ñôåð � åùå è óíèìîäàëüíû (÷òî ñîñòàâëÿåò ñîäåðæàíèå âåñüìà íåòðèâèàëüíîé g-òåîðåìû). Èç
òåîðèè h-÷èñåë âûðîñëè äâà îáîáùåíèÿ:

1. Ôëàãîâûå h-÷èñëà. Èñïîëüçóþòñÿ äëÿ èçó÷åíèÿ ïðîèçâîëüíûõ êëåòî÷íûõ ðàçáèåíèé ñôåð

âìåñòî òðèàíãóëÿöèé. Íàïðèìåð, îíè ïðèìåíÿþòñÿ ïðè èññëåäîâàíèè êîìáèíàòîðèêè ïðî-

èçâîëüíûõ âûïóêëûõ ìíîãîãðàííèêîâ, íå îáÿçàòåëüíî ñèìïëèöèàëüíûõ.

2. h′′-÷èñëà, ýòà òåîðèÿ âîçíèêëà îòíîñèòåëüíî íåäàâíî. Âîçíèêàþò ïðè èçó÷åíèè òðèàíãóëÿ-
öèé ïðîèçâîëüíûõ ìíîãîîáðàçèé âìåñòî ñôåð.

Âàðèàíòû òåì äëÿ êóðñîâûõ

10.1 Ôëàãîâûå h′′-÷èñëà ìíîãîîáðàçèé

Â õîäå êóðñîâîé ðàáîòû ïðåäëàãàåòñÿ êàê ìèíèìóì èçó÷èòü âñå âûøåïåðå÷èñëåííîå. Êàê ìàê-

ñèìóì, ïîïûòàòüñÿ ñêðåñòèòü ýòè äâå íàóêè è îòâåòèòü íà âîïðîñ: ñóùåñòâóåò ëè îñìûñëåííàÿ

òåîðèÿ ôëàãîâûõ h′′-÷èñåë êëåòî÷íûõ ðàçáèåíèé ìíîãîîáðàçèé?

10.2 cd-èíäåêñ è ïðîèçâîäíûå êàòåãîðèè

Â íàóêå î ôëàãîâûõ ÷èñëàõ âîçíèêàåò ïîíÿòèå cd-èíäåêñà � ñïåöèàëüíîãî íåêîììóòàòèâíîãî

ìíîãî÷ëåíà, êîäèðóþùåãî êîìáèíàòîðèêó êëåòî÷íîãî ðàçáèåíèÿ ñôåðû. Íåîòðèöàòåëüíîñòü êî-

ýôôèöèåíòîâ cd-èíäåêñà âûïóêëîãî ìíîãîãðàííèêà áûëà äîêàçàíà Ñòåíëè êîìáèíàòîðíûì ìåòî-

äîì. Íåîòðèöàòåëüíîñòü áûëà ïîçæå äîêàçàíà è äëÿ îáùèõ ñôåð, îäíàêî, äëÿ ýòîãî ïðèõîäèòñÿ

ïðèìåíÿòü äîâîëüíî ïðîäâèíóòóþ ãîìîëîãè÷åñêóþ àëãåáðó. Íóæíî ðàçîáðàòüñÿ â ýòîì äîêàçà-

òåëüñòâå.

11 Ïðîñòðàíñòâî îðáèò ìíîãîîáðàçèÿ ïîëíûõ ôëàãîâ è óñòîé÷è-

âûå ãîìîëîãèè

Òåìà ðåêîìåíäîâàíà ñòóäåíòàì ìàãèñòðàòóðû

Ïóñòü Fn � ìíîãîîáðàçèå ïîëíûõ ôëàãîâ â Cn. Íà ýòîì ìíîãîîáðàçèè ýôôåêòèâíî äåéñòâóåò

êîìïàêòíûé òîð Tn−1. Åñëè n = 3, òî ïðîñòðàíñòâî îðáèò òàêîãî äåéñòâèÿ ãîìåîìîðôíî ÷å-

òûðåõìåðíîé ñôåðå. Äëÿ n > 3 íè÷åãî î ïðîñòðàíñòâå îðáèò íå èçâåñòíî (õîòÿ, ñêîðåå âñåãî,

ìíîãîîáðàçèåì, äàæå òîïîëîãè÷åñêèì, òàêîå ïðîñòðàíñòâî óæå íå áóäåò). Íóæíî îïèñàòü ïðî-

ñòðàíñòâî îðáèò õîòÿ áû ïðè n = 4. Èëè õîòÿ áû îïèñàòü åãî ãîìîëîãèè.

Îäèí èç íåîáû÷íûõ ïîäõîäîâ ê ýòîé çàäà÷å òàêîâ: íàäî ñãåíåðèðîâàòü ìíîãî òî÷åê â ïðî-

ñòðàíñòâå îðáèò è ê ïîëó÷åííîìó îáëàêó äàííûõ ïðèìåíèòü àëãîðèòì âû÷èñëåíèÿ óñòîé÷èâûõ

ãîìîëîãèé. Ýòî íå äàñò òî÷íûé îòâåò, íî ïðîäåìîíñòðèðóåò, íàñêîëüêî îñìûñëåííî ïðèìåíÿòü

àëãîðèòìû ïðèêëàäíîé òîïîëîãèè ê ÷èñëåííîìó ðåøåíèþ òåîðåòè÷åñêèõ çàäà÷ ïîäîáíîãî ïëàíà.

12 Ïîòîêè íà ìíîãîîáðàçèÿõ Õåññåíáåðãà è ìíîãîîáðàçèÿõ ñòó-

ïåí÷àòûõ ìàòðèö

Òåìà ðåêîìåíäîâàíà ñòóäåíòàì ìàãèñòðàòóðû

Ôóíêöèÿ Õåññåíáåðãà � ýòî êîìáèíàòîðíûé îáúåêò, ôàêòè÷åñêè ýêâèâàëåíòíûé ïóòè Äèêà.

Êàæäîé ôóíêöèè Õåññåíáåðãà h ìîæíî ñîïîñòàâèòü íåîñîáîå àëãåáðàè÷åñêîå ïîäìíîãîîáðàçèå

Yh â ìíîãîîáðàçèè ïîëíûõ ôëàãîâ â Cn, íàçûâàåìîå ïîëóïðîñòûì ðåãóëÿðíûì ìíîãîîáðàçèåì

Õåññåíáåðãà. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, êàæäîé ôóíêöèè Õåññåíáåðãà ìîæíî ñîïîñòàâèòü ìíîãîîáðàçèå

Xh èçîñïåêòðàëüíûõ ýðìèòîâûõ ìàòðèö, ñòóïåí÷àòàÿ ôîðìà êîòîðûõ îïðåäåëÿåòñÿ ôóíêöèåé



h. Ìíîãîîáðàçèÿ Xh è Yh, âîîáùå ãîâîðÿ, ðàçëè÷íû, îäíàêî èìåþò ìíîãî îáùåãî. Ïîýòîìó ìû
íàçûâàåì èõ äâîéíèêàìè.

Êàê ãëàäêîñòü Xh, òàê è íåîñîáîñòü Yh, ïî ñóòè, äîêàçûâàþòñÿ ïðè ïîìîùè îäèíàêîâîé èäåè.
Â ñëó÷àå àëãåáðàè÷åñêîãî ìíîãîîáðàçèÿ Yh èñïîëüçóåòñÿ ìåòîä Áÿëûíèöêîãî-Áèðóëÿ, ñâîäÿùèé
äîêàçàòåëüñòâî ãëàäêîñòè ê ïðîâåðêå êîíå÷íîãî ÷èñëà òî÷åê. Ìíîãîîáðàçèå Xh àëãåáðàè÷åñêèì

íå ÿâëÿåòñÿ, è ê íåìó ìåòîä Áÿëûíèöêîãî-Áèðóëÿ íå ïðèìåíèì, îäíàêî íà íåì äåéñòâóåò èç-

âåñòíàÿ äèíàìè÷åñêàÿ ñèñòåìà, ïîòîê Òîäû. Ñ ïîìîùüþ ýòîãî ïîòîêà îïÿòü æå ìîæíî ñâåñòè

äîêàçàòåëüñòâî ãëàäêîñòè ëèøü ê êîíå÷íîìó ÷èñëó òî÷åê � ïðåäåëüíûì òî÷êàì äèíàìè÷åñêîé

ñèñòåìû. Òðåáóåòñÿ ðàçîáðàòüñÿ â òåîðèè, è ïîíÿòü, ñóùåñòâóåò ëè ÿâíîå ñîîòâåòñòâèå ìåæäó

ïîòîêîì Òîäû íà Xh è ïîòîêîì Áÿëûíèöêîãî-Áèðóëÿ íà Yh.

13 Ìàòðè÷íûé äâîéíèê íèëüïîòåíòíîãî ìíîãîîáðàçèÿ Õåññåíáåð-

ãà

Òåìà ðåêîìåíäîâàíà ñòóäåíòàì ìàãèñòðàòóðû

Ôóíêöèÿ Õåññåíáåðãà � ýòî êîìáèíàòîðíûé îáúåêò, ôàêòè÷åñêè ýêâèâàëåíòíûé ïóòè Äèêà.

Êàæäîé ôóíêöèè Õåññåíáåðãà h ìîæíî ñîïîñòàâèòü íåîñîáîå àëãåáðàè÷åñêîå ïîäìíîãîîáðàçèå

Yh â ìíîãîîáðàçèè ïîëíûõ ôëàãîâ â Cn, íàçûâàåìîå ïîëóïðîñòûì ðåãóëÿðíûì ìíîãîîáðàçèåì

Õåññåíáåðãà. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, êàæäîé ôóíêöèè Õåññåíáåðãà ìîæíî ñîïîñòàâèòü ìíîãîîáðàçèå

Xh èçîñïåêòðàëüíûõ ýðìèòîâûõ ìàòðèö, ñòóïåí÷àòàÿ ôîðìà êîòîðûõ îïðåäåëÿåòñÿ ôóíêöèåé

h. Ìíîãîîáðàçèÿ Xh è Yh, âîîáùå ãîâîðÿ, ðàçëè÷íû, îäíàêî èìåþò ìíîãî îáùåãî. Ïîýòîìó ìû
íàçûâàåì èõ äâîéíèêàìè.

Ïîìèìî ïîëóïðîñòîãî ìíîãîîáðàçèÿ Õåññåíáåðãà, ìîæíî îïðåäåëèòü íèëüïîòåíòíîå ìíîãî-

îáðàçèå Õåññåíáåðãà. Ïðî íèëüïîòåíòíûå ìíîãîîáðàçèÿ Õåññåíáåðãà èçâåñòíî ìíîæåñòâî óäè-

âèòåëüíûõ ôàêòîâ: íàïðèìåð, èõ àëãåáðû êîãîìîëîãèé ÿâëÿþòñÿ àëãåáðàìè ñ äâîéñòâåííîñòüþ

Ïóàíêàðå, õîòÿ ñàìè àëãåáðàè÷åñêèå ìíîãîîáðàçèÿ îñîáûå. Èìååòñÿ òàêæå (âåñüìà òàèíñòâåí-

íàÿ) âçàèìîñâÿçü ìåæäó àëãåáðàìè êîãîìîëîãèé ïîëóïðîñòûõ è íèëüïîòåíòíûõ ìíîãîîáðàçèé

Õåññåíáåðãà.

Ó íèëüïîòåíòíîãî ìíîãîîáðàçèÿ Õåññåíáåðãà òîæå åñòü ìàòðè÷íûé äâîéíèê, êîòîðûé íà äàí-

íûé ìîìåíò âîîáùå íå èçó÷åí. Õîòåëîñü áû ïîíÿòü, ìîæíî ëè ïåðåíåñòè ðåçóëüòàòû î íèëüïî-

òåíòíûõ ìíîãîîáðàçèÿõ Õåññåíáåðãà íà èõ ìàòðè÷íûõ äâîéíèêîâ?

14 Âîêðóã òåîðåìû Êåéïåðà-Ìàññè

Òåìà ðåêîìåíäîâàíà ñòóäåíòàì ìàãèñòðàòóðû, ëèáî ñòóäåíòàì áàêàëàâðèàòà, çíàþùèì îñ-

íîâû òîïîëîãèè è ïîíèìàþùèì, ÷òî òàêîå íåîñîáàÿ òîðè÷åñêàÿ ïîâåðõíîñòü

Òåîðåìà Êåéïåðà-Ìàññè óòâåðæäàåò, ÷òî ôàêòîð CP 2 ïî êîìïëåêñíîìó ñîïðÿæåíèþ ãîìåî-

ìîðôåí 4-ìåðíîé ñôåðå. Ýòî ìîæíî äîêàçàòü òîïîëîãè÷åñêè, à ìîæíî èçâëå÷ü èç ïðîñòîãî ãåî-

ìåòðè÷åñêîãî ðàññóæäåíèÿ â äóõå ëèíåéíîé àëãåáðû ïåðâîãî êóðñà. Òàêîå äîêàçàòåëüñòâî áûëî

íàéäåíî è ïîïóëÿðèçîâàíî Àðíîëüäîì, õîòÿ áûëî èçâåñòíî è äî íåãî.

Îêàçûâàåòñÿ, åñëè çàìåíèòü ïðîåêòèâíóþ ïëîñêîñòü íà ëþáóþ íåîñîáóþ êîìïàêòíóþ òîðè-

÷åñêóþ ïîâåðõíîñòü, òî óòâåðæäåíèå îñòàíåòñÿ âåðíûì: ôàêòîð ïî êîìïëåêñíîìó ñîïðÿæåíèþ

ãîìåîìîðôåí 4-ñôåðå. Õî÷åòñÿ ïîïûòàòüñÿ íàéòè ïðîñòîå ãåîìåòðè÷åñêîå îáúÿñíåíèå ýòîìó ôàê-

òó â äóõå Àðíîëüäà.

15 Ãîìîëîãèè, ñòàòèñòèêà è ìîäåëèðîâàíèå ìîçãà

Òåìà ðåêîìåíäîâàíà ñòóäåíòàì ìàãèñòðàòóðû, æåëàþùèì ñäâèíóòüñÿ â ñòîðîíó ïðèêëàäíîé

ìàòåìàòèêè

Â õîäå êóðñîâîé ðàáîòû íóæíî áóäåò íàó÷èòüñÿ îñíîâíûì ìåòîäàì ïðèêëàäíîé òîïîëîãèè,

è ïîïðîáîâàòü ïðèìåíèòü èõ ê ðåàëüíûì äàííûì, ïîëó÷åííûì ïðè èññëåäîâàíèè ìîçãà. Â ýòîì



ãîäó ïëàíèðóåòñÿ ñîâìåñòíûé ñåìèíàð, íà êîòîðîì ñïåöèàëèñòû ïî ãåîìåòðèè, òîïîëîãèè, ñòàòè-

ñòèêå è íåéðîíàóêå ïîñòàðàþòñÿ íàéòè îáùèå òî÷êè ñîïðèêîñíîâåíèÿ è íàìåòèòü âîçìîæíîñòè

ñîâìåñòíîé ðàáîòû. Â ýòîé àêòèâíîñòè ìîæíî ïîó÷àñòâîâàòü è óçíàòü ìíîãî íîâîãî.


