


âàðèàöèè äåéñòâèÿ ïî ïîëþ Xµ(τ, σ). Ïðîâåðüòå, ÷òî èç ÷åòûðåõ âûðàæåíèé Lµ òîëüêî äâà
íåçàâèñèìû â ñèëó òîæäåñòâ

ẊµLµ ≡ 0, X́µLµ ≡ 0.

â) Óáåäèòåñü, ÷òî åñëè íàáîð ôóíêöèé Xν(τ, σ) ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì óðàâíåíèé Ýéëåðà-

Ëàãðàíæà Lµ = 0, òî äëÿ ëþáîé îáðàòèìîé çàìåíû ïàðàìåòðîâ {τ, σ} 7→ {f(τ, σ), g(τ, σ)}
ôóíêöèèXν

f,g := Xν(f(τ, σ), g(τ, σ)) òàêæå ÿâëÿþòñÿ ðåøåíèåì óðàâíåíèé Ýéëåðà-Ëàãðàíæà.

Ïîëüçóÿñü ýòèì ïðîèçâîëîì â ïàðàìåòðèçàöèè ìèðîâîé ïîâåðõíîñòè ñòðóíû, ìîæíî ïîñòðî-

èòü ìíîæåñòâî ðåøåíèé óðàâíåíèé Ýéëåðà-Ëàãðàíæà ñ îäèíàêîâûìè íà÷àëüíûìè äàííûìè.

Òàêîé ïðîèçâîë íàçûâàþò êàëèáðîâî÷íûì. Ôèçè÷åñêàÿ èíòåðïðåòàöèÿ äèíàìèêè â ýòîé è

ïîäîáíûõ ìîäåëÿõ òðåáóåò íàëîæåíèÿ äîïîëíèòåëüíûõ óñëîâèé íà ïîëÿ ñ òåì, ÷òîáû äè-

íàìèêà èõ îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿëàñü íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè (ïðèíöèï ïðè÷èííîñòè).

ã) Íàëîæèì äâà äîïîëíèòåëüíûõ, òàê íàçûâàåìûõ, êàëèáðîâî÷íûõ óñëîâèÿ íà êîîðäèíàòû

ñòðóíû:

(Ẋ + X́)µ(Ẋ + X́)µ = (Ẋ − X́)µ(Ẋ − X́)µ = 0.

Çàìåòèì, ÷òî â ñèëó à) òàêèå óñëîâèÿ äîïóñòèìû äëÿ ìèðîâîé ïîâåðõíîñòè ñòðóíû, à ââèäó

á), â) îíè ïîçâîëÿþò óìåíüøèòü íåôèçè÷åñêóþ íåîäíîçíà÷íîñòü â äèíàìèêå ñòðóíû. Èñ-

ïîëüçóÿ ýòè êàëèáðîâî÷íûå óñëîâèÿ, óïðîñòèòå óðàâíåíèÿ Ýéëåðà-Ëàãðàíæà ðåëÿòèâèñò-

ñêîé ñâîáîäíîé ñòðóíû (óáåäèòåñü, ÷òî ýòî ñâîáîäíûå âîëíîâûå óðàâíåíèÿ).

ä) Ïîëüçóÿñü ïðèíöèïîì íàèìåíüøåãî äåéñòâèÿ, îïðåäåëèòå ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ äëÿ êîí-

öîâ ñòðóíû σ = 0, L â ñëó÷àÿõ

1. îòêðûòîé ñòðóíû: åå êîíöû äâèãàþòñÿ ñâîáîäíî;

2. çàìêíóòîé ñòðóíû: åå êîíöû ñîåäèíåíû Xµ(τ, 0) = Xµ(τ, L).

å) Ïîñòðîéòå îáùåå ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè äëÿ ñâîáîäíîé ðåëÿòèâèñòñêîé ñòðóíû, îòêðû-

òîé è çàìêíóòîé, â êàëèáðîâêå èç ïóíêòà ã) (ôîðìóëà Äàëàìáåðà). Îáðàòèòå âíèìàíèå,

êàêèå äîïîëíèòåëüíûå óñëîâèÿ íà íà÷àëüíûå äàííûå çàäà÷è Êîøè íàêëàäûâàþòñÿ ãðàíè÷-

íûìè óñëîâèÿìè ïóíêòà ä), êàëèáðîâî÷íûìè óñëîâèÿìè ïóíêòà ã) è ôèçè÷åñêèìè óñëîâè-

ÿìè (*), íàëîæåííûìè ïðè ôîðìóëèðîâêå çàäà÷è.

æ) Ðàññ÷èòàéòå äèíàìèêó ñïåöèàëüíûõ êîíôèãóðàöèé ñòðóíû:

1. Çàìêíóòàÿ ñòðóíà â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè ïîêîèòñÿ â ïëîñêîñòè (X1, X2) è èìååò

ôîðìó êðóãà.

2. Îòêðûòàÿ ñòðóíà â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè èìååò ôîðìó ïðÿìîé ïàëêè è âðàùàåòñÿ

â ïëîñêîñòè (X1, X2) (óòî÷íèòå íà÷àëüíûå äàííûå ñàìè).

Ìàòåìàòè÷åñêîå îòñòóïëåíèå: çàäà÷è ïðî îáîáùåííûå ôóíêöèè

Íàïîìíèì, ÷òî äåëüòà-ôóíêöèåé Äèðàêà, ñîñðåäîòî÷åííîé â òî÷êå x0 ∈ R, íàçûâàåòñÿ
ëèíåéíûé íåïðåðûâíûé ôóíêöèîíàë δx0 íà ïðîñòðàíñòâå îñíîâíûõ ôóíêöèé D (áåñêîíå÷-

íî äèôôåðåíöèðóåìûõ ñ êîìïàêòíûì íîñèòåëåì, ñì. çàïècêè Ëåêöèè 7), äåéñòâóþùèé ïî

ïðàâèëó

δx0 [f ] = f(x0).

Ñ ôóíêöèîíàëîì δx0 óäîáíî îáðàùàòüñÿ êàê ñ ÿäåðíûì ôóíêöèîíàëîì, ââîäÿ ôèêòèâíîå

ÿäðî � äåëüòà-ôóíêöèþ δ(x− x0), è çàïèñûâàÿ åãî äåéñòâèå â âèäå èíòåãðàëà

δx0 [f ] =

∫ ∞
−∞

δ(x− x0)f(x)dx = f(x0).



3. Äîêàæèòå ñëåäóþùèå ðàâåíñòâà:

a)

δ(ax) =
1

|a|
δ(x), ∀ a ∈ R \ 0, a 6= 0.

Ïóñòü f(x) - äèôôåðåíöèðóåìàÿ ôóíêöèÿ, ïðè÷åì óðàâíåíèå f(x) = 0 èìååò ðåøåíèÿ
xi, i = 1, . . . , n, òàêèå ÷òî f ′(xi) 6= 0 ∀ i. Òîãäà

δ(f(x)) =
n∑
i=1

1

|f ′(xi)|
δ(x− xi).

á)

lim
R→+∞

sinRx

x
= π δ(x).

Çäåñü ïðåäåë ïîíèìàåòñÿ â ñëàáîì ñìûñëå, ò.å. êàê ïðåäåë ëèíåéíûõ ôóíêöèîíàëîâ

íà ïðîñòðàíñòâå îñíîâíûõ ôóíêöèé D. Ïîëüçóÿñü ýòîé ôîðìóëîé, ïîëó÷èòå ðàâåíñòâî

δ(x) = lim
R→+∞

∫ R

−R
eipx

dp

2π
.

Ñèìâîëè÷åñêè ýòîò ïðåäåë çàïèñûâàåòñÿ â âèäå

δ(x) =

∫ +∞

−∞
eipx

dp

2π

è íàçâàåòñÿ ïðåîáðàçîâàíèåì Ôóðüå äåëüòà-ôóíêöèè.

4. Ïóñòü êóñî÷íî-ãëàäêàÿ ôóíêöèÿ f(x) èìååò ðàçðûâû ïåðâîãî ðîäà (êîíå÷íûå ñêà÷êè)

â òî÷êàõ xi, i = 1, 2, . . . , n. Çàïèøèòå îáîáùåííóþ ïðîèçâîäíóþ ôóíêöèè f(x) ñ ïîìîùüþ
äåëüòà-ôóíêöèé. Ïðîèëëþñòðèðóéòå îáùóþ ôîðìóëó, íàéäÿ ïðîèçâîäíóþ êóñî÷íî-ãëàäêîé

ôóíêöèè ñëåäóþùåãî âèäà:

f(x) =

{
x3, x < 1

x2 + 2 x ≥ 1.

5. Äîêàæèòå, ÷òî ôóíêöèÿ f(r) = 1/|~r | óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ Ïóàññîíà ñ äåëüòàîá-

ðàçíîé ïðàâîé ÷àñòüþ:

∆
1

|~r |
= −4π δ(3)(~r).

Çäåñü ∆ � äèôôåðåíöèàëüíûé îïåðàòîð Ëàïëàñà â ïðîñòðàíñòâå R3, δ(3)(~r) � òðåõìåðíàÿ

äåëüòà-ôóíêöèÿ.

6. Ðàññìîòðèì ñâîáîäíîå âåùåñòâåííîå ñêàëÿðíîå ïîëå φ(xµ) : R4 → R ñ ëàãðàíæåâîé

ïëîòíîñòüþ

L =
1

2
∂µφ∂

µφ− m2

2
φ2

â 4-ìåðíîì ïðîñòðàíñòâå Ìèíêîâñêîãî. Ðàçëîæèì ðåøåíèå óðàâíåíèÿ Ýéëåðà-Ëàãðàíæà

ýòîé ìîäåëè � φ(xµ) � â ñóììó ïîëîæèòåëüíî è îòðèöàòåëüíî ÷àñòîòíûõ êîìïîíåíò (ýòà

ïðîöåäóðà îáñóæäàåòñÿ íà ëåêöèÿõ, ñì. çàïèñêè Ëåêöèè 7):

φ(x) = φ+(x) + φ−(x), φ±(x) =

∫
R3

d3p

(2π)3
a±(~p)

e±ip·x

2p0
|
p0=
√
~p 2+m2 , ãäå p · x := pµxµ.



Âûðàçèòå ñîõðàíÿþùèéñÿ 4-âåêòîð ýíåðãèè-èìïóëüñà Pµ ïîëÿ φ â òåðìèíàõ àìïëèòóä a±(~p).

Íàïîìèíàíèå: Pµ =
∫
R3 d

3xT 0µ, ãäå Tµν � òåíçîð ýíåðãèè-èìïóëüñà ïîëÿ.

7. Â äâóìåðíîì ïðîñòðàíñòâå Ìèíêîâñêîãî ñ êîîðäèíàòàìè x0 è x1 è ìåòðèêîé g =
diag(1,−1) ðàññìîòðèì ñêàëÿðíîå âåùåñòâåííîå ïîëå ñ ëàãðàíæåâîé ïëîòíîñòüþ

L =
1

2
∂µφ∂

µφ− m2

β2
(1− cos(β φ)).

à) Íàéäèòå ÷àñòíîå ðåøåíèå óðàâíåíèé äâèæåíèÿ äëÿ ïîëÿ φ â âèäå áåãóùåé âïðàâî

âîëíû φ(x) = f(x1 − vx0) òàêîå, ÷òî limx→+∞(f(x)− f(−x)) = 2π/β.

á) Âû÷èñëèòå ýíåðãèþ è èìïóëüñ íàéäåííîãî â ïóíêòå à) ðåøåíèÿ.

8. Ðàññìîòðèì ñèñòåìó 2 ñâîáîäíûõ êîìïëåêñíûõ ñêàëÿðíûõ ïîëåé φi(x), i = 1, 2 : R4 → Z
ñ ëàãðàíæåâîé ïëîòíîñòüþ

L =
2∑
i=1

∂µφi ∂
µφi.

Ïîìèìî ïðîñòðàíñòâåííî-âðåìåííûõ ñèììåòðèé (ò.å., ãðóïïû Ïóàíêàðå) ýòà ìîäåëü èìå-

åò äðóãèå ñèììåòðèè, ñâÿçàííûå ñ íàëè÷èåì â ìîäåëè íåñêîëüêèõ èäåíòè÷íûõ ïîëåé è

íàçûâàåìûå âíóòðåííèìè. Îïðåäåëèòå ãðóïïó âíóòðåííèõ ñèììåòðèé ìîäåëè è íàéäèòå

ñîîòâåòñòâóþùèå ñîõðàíÿþùèåñÿ òîêè.
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