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1 Î ïðåäñòàâëåíèè Z â âèäå ïðÿìîé ñóììû, ãäå îäíî èç ñëàãàåìûõ

êîíå÷íî.

Òåìà ðåêîìåíäîâàíà ñòóäåíòàì 1�2 êóðñà.

Ïóñòü F,G ⊂ Z � ïîäìíîæåñòâà ìíîæåñòâà öåëûõ ÷èñåë. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî Z ïðåäñòàâëåíî
â âèäå ïðÿìîé ñóììû Z = F ⊕G åñëè êàæäîå öåëîå ÷èñëî åäèíñòâåííûì îáðàçîì ïðåäñòàâèìî
â âèäå f + g | f ∈ F, g ∈ G. Â ýòîì ñëó÷àå ìíîæåñòâî F áóäåì íàçûâàòü ïàðêåòíûì, à ìíîæåñòâî
G � ïàðêåòîì F .

Òåìà êóðñîâîé � èññëåäîâàíèå êîíå÷íûõ ïàðêåòíûõ ìíîæåñòâ â Z. Ýòî îäèí èç âîïðîñîâ,
îòíîñÿùèéñÿ ê äîñòàòî÷íî ïîïóëÿðíîìó ðàçäåëó òåîðèè àáåëåâûõ ãðóïï, èç ÿðêèõ ïðåäñòàâèòåëåé
ýòîãî ðàçäåëà ñòîèò îòìåòèòü, íàïðèìåð, òàêîé: (äëÿ Z2 îïðåäåëåíèÿ âñåõ ïîíÿòèé àíàëîãè÷íû
ïåðâîìó àáçàöó) ïóñòü F ⊂ Z2 � êîíå÷íîå ïàðêåòíîå ìíîæåñòâî â Z2. Ïðàâäà ëè, ÷òî ñðåäè

åãî ïàðêåòîâ íàéäåòñÿ ïåðèîäè÷åñêèé? (ìíîæåñòâî G ∈ Z2 íàçûâàåòñÿ ïåðèîäè÷åñêèì åñëè

íàéäóòñÿ äâà íåêîëëèíåàðíûõ öåëî÷èñëåííûõ âåêòîðà (a, b) è (c, d), òàêèõ ÷òî G ïåðåõîäèò â

ñåáÿ ïðè ïàðàëëåëüíîì ïåðåíîñå íà íèõ: G = G + (a, b) = G + (c + d)) Íåñìîòðÿ íà ïðîñòîòó
ôîðìóëèðîâêè è øèðîêóþ èçâåñòíîñòü, ýòîò âîïðîñ áûë îòêðûòûì áîëåå 40 ëåò.

Â ñëó÷àå Z ìíîãèå âîïðîñû ñòàíîâÿòñÿ ïðîùå, îäíàêî è òàì åñòü ñîäåðæàòåëüíûå ïðîáëåìû.
Ðåôåðàòèâíàÿ ÷àñòü êóðñîâîé çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òîáû ðàçîáðàòü äîêàçàòåëüñòâî äâóõ ðå-

çóëüòàòîâ î ïàðêåòíûõ ìíîæåñòâàõ ïðîñòîé ìîùíîñòè. Ïóñòü ìîùíîñòü F � ïðîñòîå ÷èñëî p,
êðîìå òîãî, ïóñòü íèêàêîé ñäâèã F íå ëåæèò â ïîäðåøåòêå kZ íè äëÿ êàêîãî k > 1 (ýòî òðåáîâà-
íèå åñòåñòâåííî, èíà÷å âìåñòî ïðåäñòàâëåíèÿ Z â âèäå ïðÿìîé ñóììû äîñòàòî÷íî èçó÷èòü ïðåä-
ñòàâëåíèÿ kZ). Âî-ïåðâûõ, äëÿ òàêèõ ìíîæåñòâ åñòü ïðîñòîé êðèòåðèé ïàðêåòíîñòè, âî-âòîðûõ,
ó êàæäîãî òàêîãî ïàðêåòíîãî ìíîæåñòâà ïàðêåò åäèíñòâåíåí ñ òî÷íîñòüþ äî ñäâèãà.

Âîçìîæíîñòè äëÿ îðèãèíàëüíîãî èññëåäîâàíèÿ ñëåäóþùèå. Ñêîðåå âñåãî êðèòåðèé ïàðêåòíî-
ñòè îáîáùàåòñÿ íà ìíîæåñòâà ìîùíîñòè pq, ãäå p è q � ïðîñòûå ÷èñëà. Äëÿ ïàðêåòíûõ ìíîæåñòâ
ñ òàêîé ìîùíîñòüþ óæå íåâåðíî óòâåðæäåíèå î åäèíñòâåííîñòè ïàðêåòà, íî ñêîðåå âñåãî ìîæåò
áûòü ïîëó÷åíî ýôôåêòèâíîå ïåðå÷èñëåíèå âñåõ ïàðêåòîâ. Îáà ðåçóëüòàòà íà íàñòîÿùèé ìîìåíò
íåèçâåñòíû.

Òðàíñâåðñàëüíûå ÷èñëà ñåìåéñòâ d-îòðåçêîâ

Öåëü äàííîé êóðñîâîé � èññëåäîâàòü ðåçóëüòàòû Õýëëèâñêîãî òèïà äëÿ ñëåäóþùåãî òèïà ìíî-
æåñòâ.

Çàôèêñèðóåì íàòóðàëüíîå ÷èñëî d è ïðÿìóþ ℓ. Îäíîðîäíûì d-îòðåçêîì íàçîâåì îáúåäèíåíèå
íå áîëåå ÷åì d îòðåçêîâ íà ℓ.

Çàôèêñèðóåì íàòóðàëüíîå ÷èñëî d è ïðÿìûå ℓ1, . . . , ℓd. Íåîäíîðîäíûì d-îòðåçêîì íàçîâåì
îáúåäèíåíèå d îòðåçêîâ, êàæäûé èç êîòîðûõ ëåæèò íà ñîîòâåòñòâóþùåé ïðÿìîé ℓ1, . . . , ℓd.

×èñëîì íåçàâèñèìîñòè ñåìåéñòâà ìíîæåñòâ íàçîâåì ìàêñèìàëüíîå êîëè÷åñòâî ïîïàðíî íå
ïåðåñåêàþùèõñÿ ìíîæåñòâ â äàííîì ñåìåéñòâå. Òðàíñâåðñàëüíûì ÷èñëîì ñåìåéñòâà ìíîæåñòâ
íàçûâàåòñÿ ìèíèìàëüíàÿ ìîùíîñòü ìíîæåñòâà, ïåðåñåêàþùåãîñÿ ñ êàæäûì ìíîæåñòâîì äàííîãî
ñåìåéñòâà. Íåôîðìàëüíîãî ãîâîðÿ, ýòî "ìèíèìàëüíîå ÷èñëî ãâîçäåé, êîòîðûå íàäî âáèòü ÷òîáû
ïðîêîëîòü êàæäîå ìíîæåñòâî èç ñåìåéñòâà".



Â [1] è [2] äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî ñåìåéñòâî îäíîðîäíûõ d-îòðåçêîâ ñ ÷èñëîì íåçàâèñèìîñòè k èìå-
åò òðàíñâåðñàëüíîå ÷èñëî íå áîëüøå (d2 − d + 1)k, îöåíêà óëó÷øàåòñÿ äî (d2 − d)k åñëè d ≥ 3
è íå ñóùåñòâóåò ïðîåêòèâíîé ïëîñêîñòè ïîðÿäêà d− 1. Òà æå îöåíêà, åñòåñòâåííî, ðàáîòàåò äëÿ
ñëó÷àÿ íåîäíîðîäíûõ d-îòðåçêîâ. Äîêàçàòåëüñòâî èñïîëüçóåò òåîðåìó Áîðñóêà-Óëàìà, èçâåñòíû
è äðóãèå ïîäõîäû, îñíîâàííûå íà áëèçêèõ òîïîëîãè÷åñêèõ èäåÿõ. Óäèâèòåëüíî êîìïàêòíîå äîêà-
çàòåëüñòâî, îñíîâàííîå íà èäåîëîãèè ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ (ëåììå Ôàðêàøà èëè ëþáîì
ýêâèâàëåíòíîì óòâåðæäåíèè) ïðèâåäåíî â [3], îäíàêî ýòîò ïîäõîä ïðèâîäèò ê õóäøåé ìóëüòèïëè-
êàòèâíîé êîíñòàíòå 2d2k.

Ðåôåðàòèâíàÿ ÷àñòü êóðñîâîé çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òîáû ðàçîáðàòü îáà ïîäõîäà ê äîêàçà-
òåëüñòâó: òîïîëîãè÷åñêèé è ëèíåéíûé, âêëþ÷àÿ èñïîëüçóåìûå òåîðåìû. Âîçìîæíîñòè äëÿ îðè-
ãèíàëüíîãî èññëåäîâàíèÿ ñëåäóþùèå. Âî-ïåðâûõ, â [3] ðåçóëüòàò îáîáùàåòñÿ ñ d-îòðåçêîâ íà d-
ïîääåðåâüÿ äåðåâà (âñå îïðåäåëåíèÿ àíàëîãè÷íû). Îäíàêî, îïÿòü æå, ñ õóäøåé ìóëüòèïëèêàòèâ-
íîé êîíñòàíòîé. Èìååò ñìûñë ïîïðîáîâàòü ðåàëèçîâàòü è â ýòîì ñëó÷àå "òîïîëîãè÷åñêîå"äîêàçàòåëüñòâî
ñ öåëüþ ïîëó÷åíèÿ ëó÷øåé îöåíêè. Âî-âòîðûõ, äàæå îöåíêà Êàéçåðà íå òî÷íà ïî êðàéíåé ìåðå
äëÿ íåîäíîðîäíûõ d-îòðåçêàõ ïðè d ≥ 3. Òàê, ïðè d = 3, k = 1 îöåíêà Êàéçåðà 6, â òî âðåìÿ
êàê ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî íà ñàìîì äåëå òðàíñâåðñàëüíîå ÷èñëî òàêîãî ñåìåéñòâà íå ïðåâîñõîäèò
4 (íå îïóáëèêîâàíî). Âîçìîæíî, åñòü øàíñû ïîëó÷èòü óëó÷øåíèå ñåðèéíîãî ðåçóëüòàòà. Ìîæ-
íî ðàññìàòðèâàòü àíàëîãè öâåòíîé òåîðåìû Õåëëè. Íàïðèìåð: äàíû äâà ñåìåéñòâà d-îòðåçîâ,
èçâåñòíî ÷òî âñÿêèé d-îòðåçîê ïåðâîãî ñåìåéñòâà ïåðåñåêàåòñÿ ñî âñÿêèì èç âòîðîãî. ×òî ìîæ-
íî óòâåðæäàòü î ìàêñèìóìå òðàíñâåðñàëüíîãî ÷èñëà äëÿ äàííûõ ñåìåéñòâ? Íåñëîæíî ïîêàçàòü
÷òî â ýòîì ñëó÷àå äëÿ d = 2 îäíî èç äâóõ ñåìåéñòâ èìååò (1, 2)-òðàíñâåðñàëü (1 òî÷êà íà ℓ1 è
äâå íà ℓ2). Èíòåðåñíûìè ÿâëÿþòñÿ ñåðèéíûå îöåíêè ïîëèíîìèàëüíîãî ïîðÿäêà ïî d. Åùå îäèí
ïîäõîä: ñëó÷àå d = 2 ôàêòè÷åñêè äîêàçàíî, ÷òî íåîáõîäèìûì óñëîâèåì äëÿ íå ñóùåñòâîâàíèÿ
(k, k)-òðàíñâåðñàëè ÿâëÿåòñÿ ñóùåñòâîâàíèå k + 1 ïîïàðíî íå ïðåñåêàþùåãîñÿ 2-îòðåçêà; ìîæ-
íî ïîèñêàòü àíàëîãè÷íûå óñëîâèÿ äëÿ äðóãèõ òèïîâ òðàíñâåðñàëåé. Íàïðèìåð, àâòîðó èçâåñòíî
"äîñòàòî÷íî õîðîøåå"óñëîâèå äëÿ íå ñóùåñòâîâàíèÿ (k, k + 1)-òðàíñâåðñàëè.



Ëèòåðàòóðà

[1] G. Tardos, Transversals of 2-intervals, a topological approach, Combinatorica 15, 1 (1995), 123�134.

[2] T. Kaiser, Transversals of d-intervals, Discrete Comput Geom (1997) 18: 195.
https://doi.org/10.1007/PL00009315

[3] N. Alon, Piercing d-intervals, Discrete Comput Geom (1998) 19: 333.
https://doi.org/10.1007/PL00009349


