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Êðàòêîå ñîäåðæàíèå ëåêöèé

Ëåêöèè 7�9. Ñõîäèìîñòü ïîä çíàêîì èíòåãðàëà, ïðîñòðàíñòâà L1 è L2

1. Òåîðåìà Ëóçèíà

2. Òåîðåìà Ëåáåãà îá îãðàíè÷åííîé ñõîäèìîñòè

3. Òåîðåìà Ëåáåãà î ìàæîðèðóåìîé ñõîäèìîñòè

4. Ïðîñòðàíñòâà L1([0, 1]), L2([0, 1]), èõ ïîëíîòà.

Ïðèìåðíûå çàäà÷è ñåìèíàðîâ

Çàäà÷à 4.1. Íàéäèòå âñå ôóíêöèè íà îòðåçêå, óäîâëåòâîðÿþùèå óñëîâèþ Ã¼ëüäåðà ñ ïîêàçàòåëåì 2.

Çàäà÷à 4.2. Äîêàæèòå, ÷òî ñõîäèìîñòü â L1([0, 1]) âëå÷¼ò ñõîäèìîñòü ïî ìåðå.

Çàäà÷à 4.3. Ïîñòðîéòå ïîñëåäîâàòåëüíîñòü èçìåðèìûõ ôóíêöèé fn ≥ 0, òàêèõ ÷òî limn→∞
∫ 1
0 fn dx =

0, íî supn fn(x) = +∞ â ëþáîé òî÷êå.

Çàäà÷à 4.4. Ïðèâåäèòå ïðèìåð ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ïðîñòûõ ôóíêöèé fn íà [0, 1] ñî ñëåäóþùèìè

ñâîéñòâàìè: fn → f ïî÷òè âñþäó,
∫ 1
0 fn dx = 0, f íå ÿâëÿåòñÿ ñóììèðóåìîé ïî Ëåáåãó.

Çàäà÷à 4.5. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè ïîñëåäîâàòåëüíîñòü èíòåãðèðóåìûõ ôóíêöèé {fn} íà [0, 1] ñõîäèòñÿ
ê ôóíêöèè f â L1([0, 1]), ò. å. limn→∞

∫ 1
0 |fn − f | dx = 0, è gn → g ïî÷òè âñþäó, ïðè÷¼ì |gn| ≤ C äëÿ

íåêîòîðîé êîíñòàíòû C, òî fngn ñõîäÿòñÿ ê fg â L1([0, 1]).

Çàäà÷à 4.6 (Ðàâíîìåðíàÿ èíòåãðèðóåìîñòü). Äîêàæèòå, ÷òî åñëè ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ôóíêöèé fn
ñõîäèòñÿ ïî÷òè âñþäó ê ôóíêöèè f íà [0, 1] è limN→+∞ supn

∫
|fn|>N |fn| dx = 0, òî fn ñõîäèòñÿ ê f

â L1([0, 1]).

Çàäà÷à 4.7. Èñïîëüçóÿ ïðåäûäóùóþ çàäà÷ó äîêàæèòå, ÷òî åñëè fn ñõîäèòñÿ ïî÷òè âñþäó ê ôóíêöèè

f íà [0, 1] è supn
∫ 1
0 f

2
n dx <∞, òî fn ñõîäèòñÿ ê f â L1([0, 1]).

Çàäà÷à 4.8*. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè fn ≥ 0, fn → f ïî÷òè âñþäó è limn

∫ 1
0 fn dx =

∫ 1
0 f dx, òî fn → f â

L1([0, 1]). Äîêàæèòå, ÷òî áåç óñëîâèÿ fn ≥ 0 ýòî íåâåðíî.

Çàäà÷à 4.9. Ïðè êàêèõ çíà÷åíèÿõ α ∈ R ôóíêöèÿ xα ëåæèò â L1([0, 1]), L1([1,+∞]), L1([0,+∞]),
L2([0, 1]), L2([1,+∞]), L2([0,+∞])? Íàéòè å¼ íîðìó.

Çàäà÷à 4.10. Äîêàæèòå, ÷òî L2([0, 1]) ⊂ L1([0, 1]).
Ïðèâåäèòå ïðèìåð, ïîêàçûâàþùèé, ÷òî äëÿ L2([1,+∞]), L1([1,+∞]) ýòî íå òàê.

Çàäà÷à 4.11. Äîêàæèòå, ÷òî ïðîñòðàíñòâà L1([0, 1]) è L2([0, 1]) ñåïàðàáåëüíû.

Çàäà÷à 4.12. Äîêàæèòå, ÷òî â ïðîñòðàíñòâå Lp([0, 1]), p = 1, 2, ïëîòíû ñëåäóþùèå ìíîæåñòâà ôóíê-

öèé:

à) ìíîæåñòâî âñåõ îãðàíè÷åííûõ ôóíêöèé,

á) ìíîæåñòâî âñåõ êóñî÷íî-ïîñòîÿííûõ ôóíêöèé,

â) ìíîæåñòâî âñåõ íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé.

Çàäà÷à 4.13. Äîêàæèòå, ÷òî ìíîæåñòâî íåîòðèöàòåëüíûõ ôóíêöèé ÿâëÿåòñÿ çàìêíóòûì è íèãäå íå

ïëîòíûì ïîäìíîæåñòâîì ïðîñòðàíñòâà L1([0, 1]).
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