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1 Ëàãðàíæåâû ìíîãîîáðàçèÿ è èíäåêñ Ìàñëîâà

Òåìà ðåêîìåíäîâàíà ñòóäåíòàì 1�2 êóðñîâ.

Ëèòåðàòóðà:
Â.È. Àðíîëüä, Î õàðàêòåðèñòè÷åñêîì êëàññå, âõîäÿùåì â óñëîâèÿ êâàíòîâàíèÿ. Ôóíêö. àíàëèç

è åãî ïðèëîæåíèÿ, 1:1 (1967), 1�14.

2 Îñîáåííîñòè îòîáðàæåíèé òèïà Σ2,0: êëàññèôèêàöèÿ è ðàñïàäå-

íèÿ.

Òåìà ðåêîìåíäîâàíà ñòóäåíòàì 2�4 êóðñîâ.

Ñîãëàñíî êëàññèôèêàöèè Òîìà�Áîðäìàíà îñîáûõ òî÷åê äèôôåðåíöèðóåìûõ îòîáðàæåíèé,
îòîáðàæåíèå Rn → Rn èìååò â òî÷êå X îñîáåííîñòü òèïà Σi, åñëè ÿäðî åãî äèôôåðåíöèàëà â
ýòîé òî÷êå i-ìåðíî, îñîáåííîñòü òèïà Σi,j åñëè îíî èìååò òèï Σi è êðîìå òîãî îãðàíè÷åíèå ýòîãî
îòîáðàæåíèÿ íà ìíîæåñòâî áëèçêèõ òî÷åê òèïà Σi j-ìåðíî, è ò.ä. Ñàìûå ïðîñòûå îñîáåííîñòè
� òèïà Σ1,1,...1,0 (òàê íàçûâàåìûå ìîðýíîâñêèå) � õîðîøî èçó÷åíû. Ñëåäóþùèå ïî ñëîæíîñòè
� îñîáåííîñòè òèïà Σ2,0: äëÿ òèïè÷íîãî îòîáðàæåíèÿ, ìíîæåñòâî îñîáûõ òî÷åê ýòîãî òèïà îá-
ðàçóåò ïîäìíîæåñòâî ðàçìåðíîñòè n − 4. Îêîëî íèõ â ïðèíöèïå ìîãóò ïîÿâëÿòüñÿ ìîðýíîâñêèå
îñîáåííîñòè ìåíüøåé ñëîæíîñòè: Σ1,0,Σ1,1,0 è Σ1,1,1,0.

Çàäà÷à: ïåðå÷èñëèòü ãåîìåòðè÷åñêè ðàçëè÷íûå îñîáåííîñòè òèïà Σ2,0 è îïèñàòü, êàê îêîëî
íèõ âåäóò ñåáÿ ìíîæåñòâà îñîáûõ òî÷åê ìîðýíîâñêîãî òèïà.

Ëèòåðàòóðà:
Â.È.Àðíîëüä, À.Í.Âàð÷åíêî, Ñ.Ì.Ãóñåéí-Çàäå, Îñîáåííîñòè äèôôåðåíöèðóåìûõ îòîáðàæå-

íèé, òîì 1, ãëàâà 2.

3 Òåîðåìà ßêîáè�Àðíîëüäà î ÷åòûðåõ âåðøèíàõ êàóñòèêè è åå

îáîáùåíèÿ

Òåìà ðåêîìåíäîâàíà ñòóäåíòàì 2�4 êóðñîâ è ìàãèñòðàíòàì

Ãåîäåçè÷åñêèå ëèíèè, âûõîäÿùèå âî âñå ñòîðîíû èç ïîëþñà äâóìåðíîé åäèíè÷íîé ñôåðû,
ñîáèðàþòñÿ â ïðîòèâîïîëîæíîì ïîëþñå, ïîòîì â èñõîäíîì ïîëþñå, è òàê äàëåå. Ýòî ìîæíî ïåðå-
ôîðìóëèðîâàòü â òåðìèíàõ ãåîäåçè÷åñêîãî îòîáðàæåíèÿ S1 × R1

+ → S2 (ñîïîñòàâëÿþùåãî ïàðå
(ϕ, t) òî÷êó ãåîäåçè÷åñêîé, âûøåäøåé èç ïîëþñà â íàïðàâëåíèè ϕ è ïðîøåäøåé ðàññòîÿíèå t):
êðèòè÷åñêèå òî÷êè ýòîãî îòîáðàæåíèÿ ÿâëÿþòñÿ îêðóæíîñòÿìè S1×kπ , à êðèòè÷åñêèå çíà÷åíèÿ
� ýòî òîëüêî äâà ïîëþñà ñôåðû. Åñëè ñôåðó íåìíîãî ïðîäåôîðìèðîâàòü, òî êðèòè÷åñêèå ìíîæå-
ñòâà èçìåíÿòñÿ ñëàáî, à êðèòè÷åñêèå çíà÷åíèÿ ïðîäåôîðìèðóþòñÿ â îñîáûå çàìêíóòûå êðèâûå,
ñîñðåäîòî÷åííûå âáëèçè ïîëþñîâ è èìåþùèå (â ñëó÷àå äåôîðìàöèè îáùåãî ïîëîæåíèÿ) ñàìîïå-
ðåñå÷åíèÿ è ïîëóêóáè÷åñêèå òî÷êè âîçâðàòà. Òåîðåìà Àðíîëüäà ãîâîðèò, ÷òî íà êàæäîé òàêîé
êðèâîé íå ìåíüøå ÷åòûðåõ òî÷åê âîçâðàòà.

Çàäàíèå. Ñòóäåíòàì 2-3 êóðñà: ðàçîáðàòü ðàçíûå äîêàçàòåëüñòâà ýòîãî óòâåðæäåíèÿ.
Ñòóäåíòàì 4 êóðñà è ìàãèñòðàíòàì: îáîáùèòü íà ñëó÷àé ìíîãîìåðíûõ ñôåð è/èëè íà íå î÷åíü

ìàëûå äåôîðìàöèè.



Ëèòåðàòóðà:
1. Â.È. Àðíîëüä, Î òîïîëîãè÷åñêèõ ñâîéñòâàõ ëàãðàíæåâûõ ïðîåêöèé è ñèìïëåêòè÷åñêîé ãåî-

ìåòðèè êàóñòèê. Àðíîëüä � Ñåëåêòà-60, Ôàçèñ, 1997; 525�532.
2. V. A. Vassiliev, �A topological proof of the Arnold four cusps theorem�, Bull. London Math.

Soc., 44:4 (2012), 637�641

\http://www.pdmi.ras.ru/~arnsem/papers/fourverta.pdf

4 Òîïîëãèÿ ïðîñòðàíñòâ ôóíêöèé, íå èìåþùèõ ìíîãîêðàòíûõ êà-

ñàòåëüíûõ ê ãðàôèêó

Òåìà ðåêîìåíäîâàíà ñòóäåíòàì 2�4 êóðñîâ.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç Φ ïðîñòðàíñòâî áåñêîíå÷íî äèôôåðåíöèðóåìûõ ôóíêöèé [−1, 1] → R1.
Ôóíêöèÿ f ∈ Φ íàçûâàåòñÿ k-ñàìîêàñàòåëüíîé (ãäå k ≥ 3), åñëè íàéäåòñÿ îòðåçîê â [−1, 1]× R1,
êàñàþùèéñÿ ãðàôèêà ýòîé ôóíêöèè â k èëè áîëüøå òî÷êàõ ñ ó÷åòîì êðàòíîñòåé. ×òî ìîæíî
ñêàçàòü ïðî òîïîëîãè÷åñêèå ñâîéñòâà ìíîæåñòâà íå k-ñàìîêàñàòåëüíûõ ôóíêöèé ïðè ðàçëè÷íûõ
k? Âîçìîæíû ìíîãîìåðíûå îáîáùåíèÿ.

Ëèòåðàòóðà:
Â. È. Àðíîëüä, Â. À. Âàñèëüåâ, Â. Â. Ãîðþíîâ, Î. Â. Ëÿøêî, �Îñîáåííîñòè. I. Ëîêàëüíàÿ è ãëî-

áàëüíàÿ òåîðèÿ�, Äèíàìè÷åñêèå ñèñòåìû � 6, ÂÈÍÈÒÈ, Ì., 1988, 5�250, ãëàâà 4. http://www.mathnet.ru/links/e9fafa0c169f89eec5bfac0c4f62e984/intf133.pdf

5 Òîïîëîãèÿ ïðîñòðàíñòâ ôóíêöèé, íå ëåæàùèõ íà ñàìîïåðåñå÷å-

íèè äèñêðèìèíàíòà

Òåìà ðåêîìåíäîâàíà ñòóäåíòàì 2�4 êóðñîâ.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç Ψ ïðîñòðàíñòâî áåñêîíå÷íî äèôôåðåíöèðóåìûõ ôóíêöèé [−1, 1] → R1.
Ôóíêöèÿ f ∈ Ψ íàçûâàåòñÿ k-äèñêðèìèíàíòíîé (ãäå k ≥ 2), åñëè íàéäåòñÿ îòðåçîê â [−1, 1]×R1,
êàñàþùèéñÿ ãðàôèêà ýòîé ôóíêöèè â k èëè áîëüøå òî÷êàõ ñ ó÷åòîì êðàòíîñòåé. ×òî ìîæíî ñêà-
çàòü ïðî òîïîëîãè÷åñêèå ñâîéñòâà ìíîæåñòâà íå k-äèñêðèìèíàíòíûõ ôóíêöèé ïðè ðàçëè÷íûõ k?
Âîçìîæíû ìíîãîìåðíûå îáîáùåíèÿ.

Ëèòåðàòóðà:
Â. È. Àðíîëüä, Â. À. Âàñèëüåâ, Â. Â. Ãîðþíîâ, Î. Â. Ëÿøêî, �Îñîáåííîñòè. I. Ëîêàëüíàÿ è ãëî-

áàëüíàÿ òåîðèÿ�, Äèíàìè÷åñêèå ñèñòåìû � 6, ÂÈÍÈÒÈ, Ì., 1988, 5�250, ãëàâà 4. http://www.mathnet.ru/links/e9fafa0c169f89eec5bfac0c4f62e984/intf133.pdf

6 Àñèìïòîòèêà ôóíêöèé îòñåêàåìîãî îáúåìà âáëèçè íåòèïè÷íûõ

ïëîñêîñòåé

Òåìà ðåêîìåíäîâàíà ñòóäåíòàì 2�4 êóðñîâ è ìàãèñòðàíòàì.

Ïóñòü D ⊂ RN � îãðàíè÷åííàÿ îáëàñòü ñ áåñêîíå÷íî ãëàäêîé ãðàíèöåé. Ôóíêöèÿ îáúåìà � ýòî
(äâóçíà÷íàÿ) ôóíêöèÿ íà ìíîæåñòâå ãèïåðïëîñêîñòåé â RN , ñîïîñòàâëÿþùàÿ êàæäîé ïëîñêîñòè
îáúåì, îòñåêàåìûé ýòîé ïëîñêîñòüþ îò îáëàñòè D. Ýòà ôóíêöèÿ ðåãóëÿðíà âáëèçè ãèïåðïëîñêî-
ñòåé, íå êàñàòåëüíûõ ê ∂D. Âáëèçè ïëîñêîñòåé, èìåþùèõ ñ ∂D ïðîñòîå êàñàíèå, îíà ñîâïàäàåò
ëèáî ñ ðåãóëÿðíîé ôóíêöèåé, ëèáî èìååò îñîáåííîñòü òèïà

√
t.

Çàäà÷à � èçó÷èòü ïîâåäåíèå ýòîé ôóíêöèè âáëèçè ãèïåðïëîñêîñòåé, êàñàþùèõñÿ ∂D â ïàðà-
áîëè÷åñêèõ òî÷êàõ.

Ëèòåðàòóðà:
1. V. I. Arnol'd, V. A. Vasil'ev, �Newton's Principia read 300 years later�, Notices Amer. Math.

Soc., 36:9 (1989), 1148�1154

http://www.currentscience.ac.in/Downloads/article_id_061_02_0089_0095_0.pdf

2. V.A.Vassiliev, Lacunas and local algebraicity of volume functions, 2018, 11 pp., To appear in
Journal of Singularities, arXiv:1803.07829

3. Varchenko.



7 Êðàòíîñòè áèôóðêàöèîííûõ ìíîæåñòâ äåôîðìàöèé îñîáûõ òî-

÷åê ãîëîìîðôíûõ ôóíêöèé

Òåìà ðåêîìåíäîâàíà ñòóäåíòàì 2�4 êóðñîâ è ìàãèñòðàíòàì.

Ïðîäîëæèòü äåÿòåëüíîñòü [1], [2] íà îñîáåííîñòè, áîëåå ñëîæíûå ÷åì Ôàìîâñêèå. Â ÷àñòíîñòè,
âûðàçèòü èëè îöåíèòü ýòè ïîêàçàòåëè â òåðìèíàõ äèàãðàìì Íüþòîíà îñîáåííîñòåé.

Â. À. Âàñèëüåâ, �Êðàòíîñòè ìíîæåñòâ Ìàêñâåëëà îñîáåííîñòåé Ôàìà�, Ôóíêö. àíàëèç è åãî
ïðèë., 50:3 (2016), 73�76

V. A. Vassiliev, �Multiplicities of bifurcation sets of Pham singularities�, Mosc. Math. J., 17:4
(2017), 825�836 , arXiv: 1701.03909

8 Ïîäêðó÷åííûå öèêëû êîíôèãóðàöèîííûõ ïðîñòðàíñòâ

Òåìà ðåêîìåíäîâàíà ñòóäåíòàì 4 êóðñà è ìàãèñòðàíòàì.

ß íåäàâíî ïîäñ÷èòàë (íåêîíñòðóêòèâíûìè ìåòîäàìè) ãîìîëîãèè êîíôèãóðàöèîííûõ ïðîñòðàíñòâ
ïðîåêòèâíûõ ïðîñòðàíñòâ ñ êîýôôèöèåíòàìè â îäíîé ïîëåçíîé ëîêàëüíîé ñèñòåìå, ñì. [1].

Õî÷åòñÿ ðåàëèçîâàòü èõ ÿâíûìè öèêëàìè.
Ëèòåðàòóðà:
Victor A.Vassiliev, Twisted homology of con�guration spaces, homology of spaces of equivariant

maps, and stable homology of spaces of non-resultant systems of real homogeneous polynomials, 2018
(to appear) , 15 pp., arXiv: 1809.05632


