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1 Öåïíûå äðîáè

Öåïíûå äðîáè � ýòî âûðàæåíèÿ âèäà

[a0; a1, a2, . . . ] = a0 +
1

a1 +
1

a2 +
1

. . .

,

ãäå ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (an) (a0 ∈ Z, ak ∈ N ïðè k ≥ 1) ìîæåò áûòü êîíå÷íîé è áåñêîíå÷íîé.

Èçó÷åíèå ýòîé òåìû íà÷í¼òñÿ ñ âîïðîñà î ñóùåñòâîâàíèè è åäèíñòâåííîñòè ïðåäñòàâëåíèé äåé-

ñòâèòåëüíûõ ÷èñåë öåïíûìè äðîáÿìè. Äàëåå âîçìîæíî íåñêîëüêî âàðèàíòîâ.

1.1 Öåïíûå äðîáè è íàèëó÷øèå ïðèáëèæåíèÿ

Òåìà ðàññ÷èòàíà íà ñòóäåíòîâ 1�2 êóðñîâ.

Åñëè áåñêîíå÷íóþ öåïíóþ äðîáü, ïðåäñòàâëÿþùóþ äåéñòâèòåëüíîå ÷èñëî x, îáîðâàòü íà êà-
êîì-òî ìåñòå (òàêèå äðîáè íàçûâàþòñÿ ïîäõîäÿùèìè), òî òàêàÿ äðîáü ïðèáëèæàåò x ëó÷øå, ÷åì

ëþáàÿ äðîáü ñ ìåíüøèì çíàìåíàòåëåì. Ïðåäëàãàåòñÿ äîêàçàòü íåñêîëüêî âàðèàíòîâ ýòîãî óòâåð-

æäåíèÿ, èñïîëüçóÿ ðàçëè÷íûå� ãåîìåòðè÷åñêèå è äèíàìè÷åñêèå � êîíñòðóêöèè, ãäå âîçíèêàþò

öåïíûå äðîáè.

1.2 Ïåðèîäè÷åñêèå öåïíûå äðîáè è êâàäðàòè÷íûå ðàöèîíàëüíîñòè

Òåìà ðàññ÷èòàíà íà ñòóäåíòîâ 1�2 êóðñîâ.

Åñëè ïîñëåäîâàòåëüíîñòü aj (ïðåä)ïåðèîäè÷íà, òî äëÿ ñîîòâåòñòâóþùåé öåïíîé äðîáè íåòðóä-
íî ïîñòðîèòü êâàäðàòíîå óðàâíåíèå ñ öåëûìè êîýôôèöèåíòàìè, êîòîðîìó îíà óäîâëåòâîðÿåò, è

ñëåäîâàòåëüíî, îíà ðàâíà a+
√
b, a, b ∈ Q. Îáðàòíîå óòâåðæäåíèå òàêæå âåðíî, íî òðåáóåò áîëåå

ñëîæíîãî äîêàçàòåëüñòâà. Òàêæå ïðåäëàãàåòñÿ óñòàíîâèòü, êàêîé âèä èìåþò öåïíûå äðîáè äëÿ

÷èñåë âèäà
√
b, b ∈ Q.

1.3 Ïðåîáðàçîâàíèå Ãàóññà�Êóçüìèíà è åãî ñâîéñòâà

Òåìà ðàññ÷èòàíà íà ñòóäåíòîâ 2 êóðñà.

Ïîñòðîåíèå öåïíîé äðîáè äëÿ çàäàííîãî ÷èñëà ñâÿçàíî ñ äèíàìèêîé îòîáðàæåíèÿ x 7→ {1/x}
íà åäèíè÷íîì îòðåçêå, íàçûâàåìîãî îòîáðàæåíèåì Ãàóññà(�Êóçüìèíà). Èññëåäóÿ ñâîéñòâà ýòîãî

îòîáðàæåíèÿ, ìîæíî îòâå÷àòü íà âîïðîñû î òîì, êàê óñòðîåíû öåïíûå äðîáè ¾áîëüøèíñòâà¿ äåé-

ñòâèòåëüíûõ ÷èñåë, íàïðèìåð, íàéòè ÷àñòîòó, ñ êîòîðîé â ïîñëåäîâàòåëüíîñòè (aj) äëÿ òèïè÷íîãî
÷èñëà âñòðå÷àåòñÿ ÷èñëî 5.



2 Ìàðêîâñêèå öåïè

Òåìà ðàññ÷èòàíà íà ñòóäåíòîâ 1�2 êóðñîâ.

Ìàðêîâñêàÿ öåïü � ýòî ñëó÷àéíûé ïðîöåññ ëèøü íåìíîãî áîëåå ñëîæíûé, ÷åì ìíîãîêðàòíîå

ïîäáðàñûâàíèå ìîíåòêè (êóáèêà è ò.ï.). Èìåííî, âìåñòî îäíîãî èãðàëüíîãî êóáèêà ó íàñ èìååò-

ñÿ øåñòü, ïî-ðàçíîìó íåñèììåòðè÷íûõ: ïðè áðîñàíèè i-ãî êóáèêà âåðîÿòíîñòü, ÷òî âûïàäåò j,
ðàâíà pij . Åñëè íà n-ì øàãå ó íàñ âûïàëî ÷èñëî xn, òî äëÿ ïîñòðîåíèÿ xn+1 ïîäáðîñèì êóáèê

íîìåð xn. Êàê áóäóò ìåíÿòüñÿ âåðîÿòíîñòè òîãî, ÷òî xn = j c ðîñòîì n? Ñêîëüêî (â ñðåäíåì)

ðàç ñðåäè ÷èñåë x1, . . . , xN âñòðåòèòñÿ j, åñëè N âåëèêî? Ñ ýòèìè è ïîäîáíûìè âîïðîñàìè è

ïðåäëàãàåòñÿ ðàçîáðàòüñÿ â êóðñîâîé ðàáîòå.

Âîçìîæíû òàêæå ðàçëè÷íûå ïðîäîëæåíèÿ, ðàññ÷èòàííûå íà áîëåå ïîäãîòîâëåííûõ ñòóäåíòîâ

(â îñíîâíîì 2 êóðñà):

1) ìàðêîâñêèå öåïè ñî ñ÷¼òíûì ìíîæåñòâîì ñîñòîÿíèé: êàêèå íîâûå ýôôåêòû çäåñü âîçíèêà-

þò?

1′) ñëó÷àéíûå áëóæäàíèÿ: åñëè äâèãàòüñÿ ïî áåñêîíå÷íîìó ãðàôó, âûáèðàÿ íà êàæäîì øàãå

ðàâíîâåðîÿòíî îäíî èç ð¼áåð, òî êàê ñåáÿ âåä¼ò òàêàÿ òðàåêòîðèÿ?

2) ìàðêîâñêèå öåïè ñ íåïðåðûâíûì âðåìåíåì: ôîðìàëüíîå ïîñòðîåíèå è íîâûå ýôôåêòû.

2′) òåîðèÿ ìàññîâîãî îáñëóæèâàíèÿ: óìåíüøàåò ëè àâòîìàò ñ òàëîí÷èêàìè ñðåäíåå âðåìÿ îæè-

äàíèÿ â î÷åðåäè?

3) âåòâÿùèåñÿ ïðîöåññû: êàê óñòðîåíî ãåíåàëîãè÷åñêîå äåðåâî ïîïóëÿöèè?

3 Ñèìâîëè÷åñêîå êîäèðîâàíèå äëÿ ãèïåðáîëè÷åñêèõ ñèñòåì

Òåìà ðàññ÷èòàíà íà ñòóäåíòîâ 1�2 êóðñîâ.

Êàê çàìåòèë Àäàìàð, äèíàìèêà îòîáðàæåíèÿ x 7→ 2x íà åäèíè÷íîì îòðåçêå òåñíî ñâÿçàíà ñ

äèíàìèêîé ñëåäóþùåãî îòîáðàæåíèÿ ñäâèãà σ íà ïðîñòðàíñòâå {0, 1}N: (σ(ω))n = ωn+1 (äîñòà-

òî÷íî ïîñìîòðåòü íà äâîè÷íóþ çàïèñü ÷èñëà). Ïðè ýòîì åñëè ñ÷èòàòü, ÷òî ωn � ýòî íåçàâèñèìûå

ïîäáðàñûâàíèÿ ìîíåòêè, òî ñîîòâåòñòâóþùàÿ òî÷êà îòðåçêà áóäåò ðàñïðåäåëåíà ðàâíîìåðíî (âå-

ðîÿòíîñòü ïîïàäàíèÿ íà ëþáîé ïîäîòðåçîê ðàâíà åãî äëèíå).

Ìû ðàññìîòðèì áîëåå ñëîæíûé ïðèìåð� äèôôåîìîðôèçì äâóìåðíîãî òîðà R2/Z2, çàäàâà-

åìûé ôîðìóëîé x 7→ Ax, ãäå ìàòðèöà A ∈ GL2(Z) ÿâëÿåòñÿ ãèïåðáîëè÷åñêîé: å¼ ñîáñòâåííûå

çíà÷åíèÿ λ1,2 íå ëåæàò íà åäèíè÷íîé îêðóæíîñòè. Â ýòîì ñëó÷àå ñèìâîëè÷åñêîé ìîäåëüþ áóäåò

ìàðêîâñêàÿ öåïü.

4 Òåîðåìà Äàíæóà

Òåìà ðàññ÷èòàíà íà ñòóäåíòîâ 1�2 êóðñîâ.

Òåîðåìà Äàíæóà� ðåäêèé ïðèìåð óòâåðæäåíèÿ, â êîòîðîì C1- è C2-ãëàäêèå îòîáðàæåíèÿ âå-

äóò ñåáÿ ïî-ðàçíîìó. Èìåííî, ðàññìîòðèì ñîõðàíÿþùèé îðèåíòàöèþ äèôôåîìîðôèçì f îêðóæ-

íîñòè R/Z. Äëÿ òàêèõ îòîáðàæåíèé Ïóàíêàðå ïîñòðîèë èíâàðèàíò ñîïðÿæåíèÿ, íàçûâàåìûé ÷èñ-
ëîì âðàùåíèÿ: îíî îäèíàêîâî äëÿ îòîáðàæåíèé f è h ◦ f ◦h−1, ãäå h� ñîõðàíÿþùèé îðèåíòàöèþ

ãîìåîìîðôèçì. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ÷èñëî âðàùåíèÿ èððàöèîíàëüíî. Âåðíî ëè, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå

îòîáðàæåíèå ñîïðÿæåíî ïîâîðîòó íà ïîñòîÿííûé óãîë x 7→ x+γ? Êàê ïîêàçàë Äàíæóà, ýòî âåðíî,
åñëè f ÿâëÿåòñÿ C2-ãëàäêèì, íî, âîîáùå ãîâîðÿ, íåâåðíî äëÿ C1-ãëàäêèõ f .

Äàëåå ýòîò ñþæåò ìîæåò ïðîäîëæèòüñÿ ðàññìîòðåíèåì àíàëîãà òåîðåìû Äàíæóà äëÿ ãðóïïû

êîììóòèðóþùèõ îòîáðàæåíèé, à òàêæå âîïðîñîì î âîçìîæíûõ ÷èñëàõ âðàùåíèÿ äëÿ êîìïîçèöèè

îòîáðàæåíèé ñ äàííûìè ÷èñëàìè âðàùåíèÿ.



5 Ïðîèçâîäíàÿ Ïåàíî

Òåìà ðàññ÷èòàíà íà ñòóäåíòîâ 1�2 êóðñîâ.

Êàê èçâåñòíî, åñëè ôóíêöèÿ íà ïðÿìîé èìååò n ïðîèçâîäíûõ, â êàæäîé òî÷êå ñïðàâåäëèâî

ðàçëîæåíèå Òåéëîðà ñ îñòàòî÷íûì ÷ëåíîì â ôîðìå Ïåàíî:

f(x+ h) = f(x) +
f ′(x)

1!
h+

f ′′(x)

2!
h2 + · · ·+ f (n)(x)

n!
hn + o(hn) ïðè h→ 0.

Ìîæíî ëè ýòî ðàâåíñòâî ïðèíÿòü çà îïðåäåëåíèå ïðîèçâîäíûõ? Èìåííî, íàçîâ¼ì ïðîèçâîäíûìè

Ïåàíî ôóíêöèè ak(x), äëÿ êîòîðûõ èìååò ìåñòî ðàçëîæåíèå

f(x+ h) = a0(x) +
a1
1!
h+

a2(x)

2!
h2 + · · ·+ an(x)

n!
hn + o(hn) ïðè h→ 0.

Íàëè÷èå ¾îáû÷íîé¿ ïðîèçâîäíîé f (n)(x) òîãäà ãàðàíòèðóåò ñóùåñòâîâàíèå ïðîèçâîäíûõ Ïåà-

íî a0(x), . . . , an(x), ïðè÷¼ì ak(x) áóäåò ñîâïàäàòü ñ f (k)(x). Íàïðîòèâ, èç ñóùåñòâîâàíèÿ ïðîèç-

âîäíûõ Ïåàíî íå ñëåäóåò ñóùåñòâîâàíèÿ îáû÷íûõ ïðîèçâîäíûõ (êðîìå ïåðâîé). Ïðåäëàãàåòñÿ

ðàçîáðàòü ñîîòâåòñòâóþùèå êîíòðïðèìåðû, à òàêæå äîêàçàòü, ÷òî ïðè îïðåäåë¼ííûõ óñëîâèÿõ

(íàïðèìåð, íåïðåðûâíîñòè ôóíêöèé ak(x)) ñóùåñòâîâàíèå ïðîèçâîäíûõ Ïåàíî âñ¼-òàêè âëå÷¼ò

ñóùåñòâîâàíèå ïðîèçâîäíûõ.


