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Êðàòêîå ñîäåðæàíèå ëåêöèé

Ëåêöèè 12�13. Àáñòðàêòíàÿ òåîðèÿ ìåðû

1. Ïðîèçâåäåíèå ìåð. Òåîðåìà Ôóáèíè.

2. Çàðÿäû. Ðàçëîæåíèå Õàíà è Æîðäàíà.

3. Àáñîëþòíàÿ íåïðåðûâíîñòü. Òåîðåìà Ðàäîíà�Íèêîäèìà. Òåîðåìà î ðàçëîæåíèè ìåðû.

Ïðèìåðíûå çàäà÷è ñåìèíàðîâ

Ïóñòü (E1,Σ1) è (E2,Σ2) � èçìåðèìûå ïðîñòðàíñòâà, ãäå Σ1 è Σ2 � σ-àëãåáðû â E1 è E2, ñîîòâåñòâåííî,

è ïóñòü Σ1⊗Σ2 � σ-àëãåáðà â E1×E2, ïîðîæäåííàÿ ìíîæåñòâàìè âèäàB1×B2, ãäåB1 ∈ Σ1 èB2 ∈ Σ2 (òî

åñòü ýòî ìèíèìàëüíàÿ σ-àëãåáðà, ñîäåðæàùàÿ âñå òàêèå ïîäìíîæåñòâà). Îïðåäåëèì äëÿ ïîäìíîæåñòâ

B ⊂ E1 × E2 ñå÷åíèÿ Bx = {y ∈ E2 : (x, y) ∈ B} è By = {x ∈ E1 : (x, y) ∈ B}.

Çàäà÷à 6.1. Ïóñòü B ⊂ E1 × E2. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè B ∈ Σ1 ⊗ Σ2, òî Bx ∈ Σ2 äëÿ âñåõ x ∈ E1 è

By ∈ Σ1 äëÿ âñåõ y ∈ E2.

×åðåç L([0, 1]) îáîçíà÷åíà σ-àëãåáðà âñåõ èçìåðèìûõ ïî Ëåáåãó ïîäìíîæåñòâ îòðåçêà [0, 1].

Çàäà÷à 6.2. Ïóñòü A � íåèçìåðèìîå ïî Ëåáåãó ìíîæåñòâî â E1 = [0, 1]. Ïîêàæèòå, ÷òî ìíîæåñòâî

{0} × A èç êâàäðàòà [0, 1]2 íå ëåæèò â L([0, 1]) ⊗ L([0, 1]). Íî îíî ëåæèò â L([0, 1]2) è èìååò íóëåâóþ

äâóìåðíóþ ìåðó Ëåáåãà. Ýòîò ïðèìåð ïîêàçûâàåò, ÷òî ïðîèçâåäåíèå ïîëíûõ èçìåðèìûõ ïðîñòðàíñòâ

ìîæåò áûòü íåïîëíûì.

Íàïîìíèì, ÷òî ðàçëîæåíèå Õàíà äëÿ çàðÿäà µ íà ìíîæåñòâå X � ýòî ïðåäñòàâëåíèå ìíîæåñòâà X
â âèäå

X = X+ tX−,

â êîòîðîì µ > 0 íà X+ è µ 6 0 íà X−. Â ñëåäóþùèõ íèæå çàäà÷àõ, äëÿ çàìêíóòîãî ïîäìíîæåñòâà

X ⊂ Rn, ÷åðåç λX îáîçíà÷åíà ìåðà χXλ, ãäå χX � õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ ìíîæåñòâà X, à λ �

ìåðà Ëåáåãà â Rn. Åñëè µ1, µ2 � ìåðû íà ïðîñòðàíñòâàõ X1, X2, òî µ1×µ2 îáîçíà÷àåò èõ ïðîèçâåäåíèå.
(Ýòî ìåðà íà ïðîñòðàíñòâå X1 ×X2). ×åðåç δa ìû îáîçíà÷àåì δ-ìåðó íà R, ñîñòðåäîòî÷åííóþ â òî÷êå

a ∈ R (ïî îïðåäåëåíèþ, δa(A) = 1 åñëè a ∈ A è = 0, åñëè a /∈ A).

Çàäà÷à 6.3. Íàéäèòå ðàçëîæåíèå Õàíà äëÿ ñëåäóþùèõ çàðÿäîâ:

à) çàðÿä 2δ0 − λ[−1,1] + aλ[0,2] íà îòðåçêå [−1, 2] ⊂ R; çäåñü a ∈ R;
á) çàðÿä δ0 − xλ[−1,1] + (x− 1)λ[0,2] íà îòðåçêå [−1, 2] ⊂ R; çäåñü x � êîîðäèíàòà íà R;
â) çàðÿä y(δ0 × λ[−1,1])− x(λ[0,1] × δ0) + δ0 × δ0 íà êâàäðàòå [−1, 1]2 ñ êîîðäèíàòàìè x, y;
ã) çàðÿä δ0 × λ[−1,1] − 2λ[−1,1] × δ0 + λ{y>0} − λ{x>0} íà êâàäðàòå [−1, 1]2 ñ êîîðäèíàòàìè x, y.

Çàäà÷à 6.4. Äîêàæèòå àáñîëþòíóþ íåïðåðûâíîñòü è íàéäèòå ïðîèçâîäíóþ Ðàäîíà�Íèêîäèìà äëÿ:

à) çàðÿäà èç ïóíêòà 6.3à) îòíîñèòåëüíî ìåðû λ[−1,2] + δ0;
á) çàðÿäà èç ïóíêòà 6.3á) îòíîñèòåëüíî òîé æå ìåðû;

â) çàðÿäà èç ïóíêòà 6.3â) îòíîñèòåëüíî ìåðû λ[−1,1]2 + δ0 × λ[−1,1] + λ[−1,1] × δ0 + δ0 × δ0;
ã) çàðÿäà èç ïóíêòà 6.3ã) îòíîñèòåëüíî òîé æå ìåðû.

Çàäà÷à 6.5. Ïóñòü µ1, µ2, . . . �êîíå÷íîå èëè ñ÷¼òíîå ñåìåéñòâî ìåð íà îäíîì è òîì æå ïðîñòðàí-

ñòâå. Ïîñòðîéòå òàêóþ ìåðó ν íà òîì æå ïðîñòðàíñòâå, ÷òî êàæäàÿ ìåðà µi àáñîëþòíî íåïðåðûâíà

îòíîñèòåëüíî ν.

Ðàçëîæåíèåì Æîðäàíà çàðÿäà µ íà ìíîæåñòâå X íàçûâàåòñÿ ïðåäñòàâëåíèå çàðÿäà µ â âèäå ðàç-

íîñòè µ+ − µ− äâóõ âçàèìíî îðòîãîíàëüíûõ (âçàèìíî ñèíãóëÿðíûõ) ìåð íà X. Íàïîìíèì, ÷òî ìåðû
µ1 è µ2 íàçûâàþòñÿ âçàèìíî îðòîãîíàëüíûìè (âçàèìíî ñèíãóëÿðíûìè), åñëè ñóùåñòâóåò ìíîæåñòâî A,
äëÿ êîòîðîãî µ1(A) = 0 è µ2(CA) = 0.

1



Çàäà÷à 6.6. Ïóñòü µ = µ+−µ− �ðàçëîæåíèå Æîðäàíà íåêîòîðîãî íåíóëåâîãî çàðÿäà. Ìîãóò ëè ìåðû

µ+ è µ− èìåòü ñîâïàäàþùèå íîñèòåëè? Ñòðîãî îáîñíóéòå îòâåò.

Çàäà÷à 6.7. Íàéäèòå ðàçëîæåíèÿ Æîðäàíà äëÿ çàðÿäîâ èç çàäà÷è 6.3.

Çàäà÷à 6.8. Èíòåãðèðóåìû ëè ïî Ëåáåãó ñëåäóþùèå ôóíêöèè íà êâàäðàòå [−1, 1]2:

à) f(x, y) = sin
(

1
x−y

)
? á) f(x, y) = 1

(x−y) ln |x−y|?

Çàäà÷à 6.9. à) Ñóùåñòâóåò ëè òåëî âðàùåíèÿ, ó êîòîðîãî ïëîùàäü ïðîäîëüíîãî ñå÷åíèÿ (ïðîõîäÿùåãî

÷åðåç îñü) êîíå÷íà, à îáúåì áåñêîíå÷åí?

á) Ñóùåñòâóåò ëè òåëî âðàùåíèÿ, ó êîòîðîãî îáú¼ì êîíå÷åí, à ïëîùàäü ïðîäîëüíîãî ñå÷åíèÿ (ïðîõî-

äÿùåãî ÷åðåç îñü) áåñêîíå÷íà?

Çàäà÷à 6.10. Âû÷èñëèòå ïëîùàäü ïîä ãðàôèêîì ôóíêöèè Êàíòîðà (êàíòîðîâîé ëåñòíèöû).

Çàäà÷à 6.11. Ïóñòü K : [0, 1]→ [0, 1] � ôóíêöèÿ Êàíòîðà. Êîíå÷íà ëè ïëîùàäü ïîä ãðàôèêîì ôóíê-

öèè:

à) 2−K ; á) 3−K?
â∗) Ïðè êàêèõ λ > 0 ïëîùàäü ïîä ãðàôèêîì ôóíêöèè λ−K êîíå÷íà?

Çàäà÷à 6.12. Ïðè ëþáûõ a ∈ [0, 1] è λ ∈ C, Reλ < 0, íàéäèòå ïëîùàäü ôèãóðû â C, çàìåòàåìîé
îáðàçàìè îòðåçêà [a, 1] ïðè óìíîæåíèè íà eλt, t > 0.

Çàäà÷à 6.13. Ïðè êàêèõ çíà÷åíèÿõ s > 0 ñëåäóþùèå ôóíêöèè èíòåãðèðóåìû íà êâàäðàòå [−1, 1]2:

à) f(x, y) = 1
|x−y|s ; á) f(x, y) = (x2 + y2)−s; â) f(x, y) =

∣∣y − sin
(
1
x

)∣∣−s;
ã)∗ f(x, y) = dist

(
(x, y),

{
y = sin

(
1
x

)})−s
, ãäå dist � ðàññòîÿíèå äî ìíîæåñòâà?

Çàäà÷à 6.14. Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ äâîéíîãî èíòåãðàëà∫ 1

0

∫ 1

0

x2 − y2

(x2 + y2)2
dx dy

ñóùåñòâóþò îáà ïîâòîðíûõ èíòåãðàëà, íî èõ âåëè÷èíû íå ñîâïàäàþò.

Çàäà÷à 6.15. Ïðèâåäèòå ïðèìåð äâîéíîãî èíòåãðàëà, äëÿ êîòîðîãî îáà ïîâòîðíûõ èíòåãðàëà ñóùå-

ñòâóþò è ðàâíû, à ñàì äâîéíîé èíòåãðàë íå ñóùåñòâóåò.

Çàäà÷à 6.16. Ïóñòü λ = λ(x) � ìåðà Ëåáåãà, è ν = ν(x)� ñ÷èòàþùàÿ ìåðà: ν(A) åñòü ÷èñëî ýëåìåíòîâ
â A ⊂ [0, 1] (ìû ïîëàãàåì ν(A) = +∞, åñëè A áåñêîíå÷íî). Îáîçíà÷èì ÷åðåç D äèàãîíàëü â [0, 1]2.
Äîêàæèòå, ÷òî ∫ 1

0
ν(y)

∫ 1

0
χD(x, y)λ(x) = 0 è

∫ 1

0
λ(x)

∫ 1

0
χD(x, y)ν(y) = 1

(â ÷àñòíîñòè, îáà ïîâòîðíûõ èíòåãðàëà ñóùåñòâóþò). Ïî÷åìó óòâåðæäåíèå òåîðåìû Ôóáèíè íå âûïîë-

íÿåòñÿ äëÿ ýòîãî ïðèìåðà?

Çàäà÷à 6.17. Ïóñòü B � åäèíè÷íûé øàð â R3. Íàéäèòå îáðàç ìåðû λB:
à) ïðè îðòîãîíàëüíîé ïðîåêöèè íà ïëîñêîñòü R2 × {0} ⊂ R3;

á) ïðè îðòîãîíàëüíîé ïðîåêöèè íà ïðÿìóþ R× {(0, 0)} ⊂ R3.

Çàäà÷à 6.18. Âåðíî ëè, ÷òî ëþáîå çàìêíóòîå ïîäìíîæåñòâî â R ÿâëÿåòñÿ íîñèòåëåì íåêîòîðîé ìåðû?

Çàäà÷à 6.19. Ïóñòü ìåðà µ íà R × S1 àáñîëþòíî íåïðåðûâíà îòíîñèòåëüíî ìåðû Ëåáåãà. Äîêàæèòå,

÷òî îáðàç ìåðû µ ïðè ïðîåêöèè íà R òîæå ÿâëÿåòñÿ ìåðîé, àáñîëþòíî íåïðåðûâíîé îòíîñèòåëüíî ìåðû

Ëåáåãà. Íàéäèòå ïðîèçâîäíóþ Ðàäîíà�Íèêîäèìà ýòîé ìåðû îòíîñèòåëüíî ìåðû Ëåáåãà.
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