
Âîïðîñû è çàäà÷è ê êîëëîêâèóìó ïî ìàòàíàëèçó çà òðåòèé ñåìåñòð

(24, 26.12.2018)

Íà êîëëîêâèóìå îòâå÷àþùèé ïîëó÷èò òðè òåîðåòè÷åñêèõ âîïðîñà èç ïðèâåäåííîãî âûøå ñïèñêà è

îäíó çàäà÷ó èç ñïèñêà íèæå. Ïðè îòâåòå íà òåîðåòè÷åñêèé âîïðîñ íóæíî áåç ïîäãîòîâêè ñôîðìóëèðî-

âàòü ñîîòâåòñòâóþùèå òåîðåìû è âñå íåîáõîäèìûå îïðåäåëåíèÿ. Äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è äàåòñÿ 30 ìèíóò

ñòóäåíòàì-¾ìàòåìàòèêàì¿ è 40 ìèíóò ñòóäåíòàì Ñîâáàêà. Îïðåäåëåíèÿ, íå óïîìÿíóòûå â ïðîãðàììå

ÿâíî, íóæíî ôîðìóëèðîâàòü òàì, ãäå îíè âïåðâûå (ïî íóìåðàöèè âîïðîñîâ â ñïèñêå) íåîáõîäèìû.

Òåîðåòè÷åñêèå âîïðîñû

1. Îáùàÿ ëåììà Ñàðäà

2. *Ôóíêöèè ñ ïðîñòûìè íóëÿìè è âåêòîðíûå ïîëÿ ñ íåâûðîæäåííûìè îñîáûìè òî÷êàìè

3. *Ôóíêöèè ñ ìîðñîâñêèìè êðèòè÷åñêèìè òî÷êàìè

4. Àêñèîìû ìåðû (Ëåáåãà). Ïðèìåð íåèçìåðèìîãî ìíîæåñòâà íà îêðóæíîñòè

5. Ýëåìåíòàðíûå ìíîæåñòâà íà ïðÿìîé. Ïîëóàääèòèâíîñòü äëèíû

6. Âíåøíÿÿ ìåðà è åå ïîëóàääèòèâíîñòü

7. Àëãåáðà èçìåðèìûõ ìíîæåñòâ

8. Êîíå÷íàÿ àääèòèâíîñòü ìåðû Ëåáåãà

9. σ-àëãåáðà èçìåðèìûõ ìíîæåñòâ

10. Ñ÷åòíàÿ àääèòèâíîñòü ìåðû Ëåáåãà

11. Ïðèíöèï íåïðåðûâíîñòè

12. d-ìåðíàÿ ìåðà Õàóñäîðôà è åå çàâèñèìîñòü îò d

13. Õàóñäîðôîâà ðàçìåðíîñòü. Ñëó÷àé ìíîæåñòâ ïîëîæèòåëüíîé ìåðû Ëåáåãà

14. Îöåíêà ñâåðõó íà õàóñäîðôîâó ðàçìåðíîñòü êàíòîðîâà ñîâåðøåííîãî ìíîæåñòâà

15. Ñâîéñòâà õàóñäîðôîâîé ðàçìåðíîñòè ïðè ëèïøèöåâûõ è ã¼ëüäåðîâûõ îòîáðàæåèÿõ

16. Ã¼ëüäåðîâîñòü ôóíêöèè Êàíòîðà è îöåíêà ñíèçó íà õàóñäîðôîâó ðàçìåðíîñòü êàíòîðîâà ñîâåð-

øåííîãî ìíîæåñòâà

17. Àëãåáðà èçìåðèìûõ ôóíêöèé

18. Ñõîäèìîñòü ïîòî÷å÷íàÿ è ïî÷òè âñþäó. Èçìåðèìîñòü ïðåäåëüíîé ôóíêöèè

19. Òåîðåìà Åãîðîâà

20. Ïðîäîëæåíèå íåïðåðûâíîé ôóíêöèè ñ çàìêíóòîãî ìíîæåñòâà íà îòðåçîê

21. Òåîðåìà Ëóçèíà

22. Àëãåáðà îãðàíè÷åííûõ ïðîñòûõ ôóíêöèé. Îïðåäåëåíèå èíòåãðàëà Ëåáåãà è åãî ñóùåñòâîâàíèå

äëÿ îãðàíè÷åííûõ èçìåðèìûõ ôóíêöèé

23. Ýëåìåíòàðíûå ñâîéñòâà èíòåãðàëà Ëåáåãà: ëèíåéíîñòü, àääèòèâíîñòü, àáñîëþòíàÿ íåïðåðûâíîñòü

24. Òåîðåìà Ëåáåãà îá îãðàíè÷åííîé ñõîäèìîñòè
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25. Àáñîëþòíàÿ íåïðåðûâíîñòü èíòåãðàëà Ëåáåãà äëÿ ñóììèðóåìûõ ôóíêöèé. Òåîðåìà Ëåáåãà î ìà-

æîðèðóåìîé ñõîäèìîñòè

26. Ïðîñòðàíñòâî L1 è åãî ïîëíîòà

27. Ïðîñòðàíñòâî L2 è åãî ïîëíîòà

28. Îáùàÿ òåîðåìà î ïðîäîëæåíèè ìåðû

29. Ïðîèçâîäÿùàÿ ôóíêöèÿ ìåðû íà îòðåçêå

30. Èíòåãðàë ïî ïðîèçâîëüíîé ìåðå

31. Ìåðà è èíòåãðàë Ëåáåãà�Ñòèëüòüåñà

32. Ïðÿìîå ïðîèçâåäåíèå ìåð Ëåáåãà

33. *Ïðÿìîå ïðîèçâåäåíèå ïðîèçâîëüíûõ ìåð

34. Ïðÿìîé îáðàç ìåðû

35. *Ìåðà Áåðíóëëè

36. Òåîðåìà Ôóáèíè äëÿ îãðàíè÷åííûõ ìíîæåñòâ

37. Òåîðåìà Ôóáèíè äëÿ íåîãðàíè÷åííûõ ìíîæåñòâ è èíòåãðàëîâ

38. Îïðåäåëåíèå çàðÿäà. Ðàçëîæåíèå Õàíà. Ðàçëîæåíèå Æîðäàíà

39. Òåîðåìà Ðàäîíà�Íèêîäèìà

40. Òåîðåìà î ðàçëîæåíèè ìåðû

Çàäà÷è

Çàäà÷à 1.3. Äîêàæèòå, ÷òî ìíîæåñòâî E âñåõ ýëåìåíòàðíûõ ìíîæåñòâ � ýòî àëãåáðà, íî íå σ-àëãåáðà.

Çàäà÷à 1.5. Äîêàæèòå, ÷òî êàíòîðîâî ìíîæåñòâî � áîðåëåâñêîå.

Çàäà÷à 1.8. Äîêàæèòå, ÷òî âñÿêîå èçìåðèìîå ìíîæåñòâî íà ïðÿìîé åñòü îáúåäèíåíèå áîðåëåâñêîãî

ìíîæåñòâà è ìíîæåñòâà ìåðû 0.

Çàäà÷à 1.9. Äîêàæèòå, ÷òî ìíîæåñòâî âñåõ èçìåðèìûõ ïîäìíîæåñòâ îòðåçêà ðàâíîìîùíî ìíîæåñòâó

âñåõ ïîäìíîæåñòâ îòðåçêà.

Çàäà÷à 1.12. Ïîñòðîéòå íèãäå íå ïëîòíîå çàìêíóòîå ïîäìíîæåñòâî îòðåçêà ïîëîæèòåëüíîé ìåðû.

Çàäà÷à 1.14. Äîêàæèòå, ÷òî ñëåäóþùèå ìíîæåñòâà èçìåðèìû ïî Ëåáåãó:

á) ìíîæåñòâî êðèòè÷åñêèõ çíà÷åíèé C1-ãëàäêîé ôóíêöèè íà îòðåçêå;

â) ìíîæåñòâî òî÷åê ðàçðûâà ïðîèçâîëüíîé ôóíêöèè íà îòðåçêå.

Çàäà÷à 2.1. Äîêàæèòå, ÷òî ìåðà Õàóñäîðôà ìíîæåñòâà X, md(X), êàê ôóíêöèÿ îò d âåäåò ñåáÿ

ñëåäóþùèì îáðàçîì: ñóùåñòâóåò d∗ ≥ 0:

∀d > d∗, md(X) = 0; ∀d < d∗, md(X) =∞.

Çàäà÷à 2.4. Îöåíèòå ñâåðõó õàóñäîðôîâó ðàçìåðíîñòü êàíòîðîâà ñîâåðøåííîãî ìíîæåñòâà.

Çàäà÷à 2.7. ×åìó ðàâíà õàóñäîðôîâà ðàçìåðíîñòü îêðóæíîñòè íà ïëîñêîñòè?
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Çàäà÷à 2.11. Ïóñòü f : [0, 1] → R. Äîêàæèòå ýêâèâàëåíòíîñòü ñëåäóþùèõ îïðåäåëåíèé èçìåðèìîñòè

ôóíêöèè f :
à) äëÿ ëþáîãî c ∈ R ìíîæåñòâî {x : f(x) < c} èçìåðèìî;
á) äëÿ ëþáîãî c ∈ R ìíîæåñòâî {x : f(x) ≤ c} èçìåðèìî;
â) äëÿ ëþáîãî c ∈ R ìíîæåñòâî {x : f(x) > c} èçìåðèìî;
ã) äëÿ ëþáîãî c ∈ R ìíîæåñòâî {x : f(x) ≥ c} èçìåðèìî.

Çàäà÷à 2.12. Ïóñòü fn : [0, 1]→ R, n ∈ N, � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü èçìåðèìûõ ôóíêöèé. Äîêàæèòå, ÷òî

ñëåäóþùèå ôóíêöèè òàêæå èçìåðèìû:

à) max(f1, f2) è min(f1, f2).

Çàäà÷à 2.14. Ïóñòü ôóíêöèè f, g : [0, 1]→ R�èçìåðèìû. Äîêàæèòå, ÷òî ñëåäóþùèå ôóíêöèè òàêæå

èçìåðèìû:

à) f ± g; á) fg; â) f/g, ïðè óñëîâèè ÷òî ôóíêöèÿ g íå îáðàùàåòñÿ â íîëü.

Çàäà÷à 2.15. Ïóñòü (fn)�ïîñëåäîâàòåëüíîñòü èçìåðèìûõ ôóíêöèé.

à) Ïóñòü fn(x)→ f(x) ïðè n→∞ äëÿ êàæäîãî x. Äîêàæèòå, ÷òî ôóíêöèÿ f èçìåðèìà.

á) Ïóñòü fn(x)→ f(x) ëèøü ïî÷òè âñþäó. Äîêàæèòå, ÷òî f òåì íå ìåíåå èçìåðèìà.

Çàäà÷à 3.6. Ïîñòðîéòå ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ôóíêöèé fn : [0, 1]→ R, ñõîäÿùóþñÿ ê íóëþ ïî ìåðå, äëÿ

êîòîðîé lim fn(x) íå ñóùåñòâóåò íè â îäíîé òî÷êå x.

Çàäà÷à 3.7. Èçâåñòíî, ÷òî fn ñõîäèòñÿ ê f ïî ìåðå è fn ñõîäèòñÿ ê g ïî ìåðå. Äîêàæèòå, ÷òî f
ýêâèâàëåíòíà g.

Çàäà÷à 3.10. Äîêàæèòå, ÷òî ïðîñòàÿ ôóíêöèÿ (ò.å. ôóíêöèÿ, ïðèíèìàþùàÿ íå áîëåå ÷åì ñ÷¼òíîå

ìíîæåñòâî çíà÷åíèé) èçìåðèìà òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà èçìåðèìû âñå å¼ ìíîæåñòâà óðîâíÿ. Âåðíî

ëè ýòî äëÿ ïðîèçâîëüíûõ ôóíêöèé?

Çàäà÷à 3.11. Äîêàæèòå, ÷òî êàæäàÿ èçìåðèìàÿ ôóíêöèÿ ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíà â âèäå ðàâíîìåð-

íîãî ïðåäåëà èçìåðèìûõ ïðîñòûõ ôóíêöèé.

Çàäà÷à 3.14. Íàéäèòå èíòåãðàë Ëåáåãà
∫
[0,1] f dµ ôóíêöèè f : [0, 1]→ R, çàäàííîé ôîðìóëàìè f(0) = 0,

f(x) = (−1)n2n+1/n ïðè êàæäîì x ∈ (1/2n+1, 1/2n], n = 0, 1, 2, . . . .

Çàäà÷à 3.18. Äîêàæèòå, ÷òî èíòåãðàë îò íåîòðèöàòåëüíîé ñóììèðóåìîé ôóíêöèè f ïî ëþáîìó èçìå-

ðèìîìó ìíîæåñòâó E ⊂ [0, 1] íåîòðèöàòåëåí è ðàâåí íóëþ òîëüêî òîãäà, êîãäà f(x) = 0 ïî÷òè âñþäó

íà E.

Çàäà÷à 4.4. Ïðèâåäèòå ïðèìåð ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ïðîñòûõ ôóíêöèé fn íà [0, 1] ñî ñëåäóþùèìè

ñâîéñòâàìè: fn → f ïî÷òè âñþäó,
∫ 1
0 fn dx = 0, f íå ÿâëÿåòñÿ ñóììèðóåìîé ïî Ëåáåãó.

Çàäà÷à 4.5. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè ïîñëåäîâàòåëüíîñòü èíòåãðèðóåìûõ ôóíêöèé {fn} íà [0, 1] ñõîäèòñÿ
ê ôóíêöèè f â L1([0, 1]), ò. å. limn→∞

∫ 1
0 |fn − f | dx = 0, è gn → g ïî÷òè âñþäó, ïðè÷¼ì |gn| ≤ C äëÿ

íåêîòîðîé êîíñòàíòû C, òî fngn ñõîäÿòñÿ ê fg â L1([0, 1]).

Çàäà÷à 4.10. Äîêàæèòå, ÷òî L2([0, 1]) ⊂ L1([0, 1]).
Ïðèâåäèòå ïðèìåð, ïîêàçûâàþùèé, ÷òî äëÿ L2([1,+∞]), L1([1,+∞]) ýòî íå òàê.

Çàäà÷à 4.12. Äîêàæèòå, ÷òî â ïðîñòðàíñòâå L1([0, 1]) ïëîòíû ñëåäóþùèå ìíîæåñòâà ôóíêöèé:

à) ìíîæåñòâî âñåõ èçìåðèìûõ îãðàíè÷åííûõ ôóíêöèé,

á) ìíîæåñòâî âñåõ êóñî÷íî-ïîñòîÿííûõ ôóíêöèé,

â) ìíîæåñòâî âñåõ íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé.

Çàäà÷à 4.11. Äîêàæèòå, èñïîëüçóÿ âûøåïðèâåä¼ííóþ çàäà÷ó, ÷òî ïðîñòðàíñòâî L1([0, 1]) ñåïàðàáåëüíî
(èìååò ñ÷¼òíîå âñþäó ïëîòíîå ïîäìíîæåñòâî).

Çàäà÷à 5.4. Äîêàæèòå, ÷òî äèñêðåòíàÿ ìåðà ìîæåò èìåòü íå áîëåå, ÷åì ñ÷åòíîå ÷èñëî àòîìîâ.

Çàäà÷à 5.11. Ïîñòðîéòå ñèíãóëÿðíóþ ìåðó íà îòðåçêå.
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Çàäà÷à 5.16. Âû÷èñëèòå èíòåãðàë Ëåáåãà�Ñòèëòüåñà
∫
(−1,1] g dφ äëÿ

φ =

{
−1 x < 0

2 x ≥ 0,
è g = 2.

Çàäà÷à 5.17. Âû÷èñëèòå èíòåãðàë Ëåáåãà�Ñòèëòüåñà
∫
(−1,1] g dφ äëÿ

φ =

{
x− 1 x < 0

x+ 2 x ≥ 0,
è g = 2.

Çàäà÷à 5.18. Âû÷èñëèòå èíòåãðàë Ëåáåãà�Ñòèëòüåñà
∫
(−1,1] g dφ äëÿ

φ =

{
−1 x < 0

2 x ≥ 0,
è g = 2 + x2.

Çàäà÷à 6.3. Íàéäèòå ðàçëîæåíèå Õàíà äëÿ ñëåäóþùèõ çàðÿäîâ:

à) çàðÿä 2δ0 − λ[−1,1] + aλ[0,2] íà îòðåçêå [−1, 2] ⊂ R; çäåñü a ∈ R;
á) çàðÿä δ0 − xλ[−1,1] + (x− 1)λ[0,2] íà îòðåçêå [−1, 2] ⊂ R; çäåñü x�êîîðäèíàòà íà R.

Çàäà÷à 6.4. Äîêàæèòå àáñîëþòíóþ íåïðåðûâíîñòü è íàéäèòå ïðîèçâîäíóþ Ðàäîíà�Íèêîäèìà äëÿ:

à) çàðÿäà èç ïóíêòà 6.3à) îòíîñèòåëüíî ìåðû λ[−1,2] + δ0;
á) çàðÿäà èç ïóíêòà 6.3á) îòíîñèòåëüíî òîé æå ìåðû.

Çàäà÷à 6.7. Íàéäèòå ðàçëîæåíèÿ Æîðäàíà äëÿ çàðÿäîâ èç çàäà÷è 6.3à,á).

Çàäà÷à 6.9. à) Ñóùåñòâóåò ëè òåëî âðàùåíèÿ, ó êîòîðîãî ïëîùàäü ïðîäîëüíîãî ñå÷åíèÿ (ïðîõîäÿùåãî

÷åðåç îñü) êîíå÷íà, à îáúåì áåñêîíå÷åí?

á) Ñóùåñòâóåò ëè òåëî âðàùåíèÿ, ó êîòîðîãî îáú¼ì êîíå÷åí, à ïëîùàäü ïðîäîëüíîãî ñå÷åíèÿ (ïðîõî-

äÿùåãî ÷åðåç îñü) áåñêîíå÷íà?

Çàäà÷à 6.13. Ïðè êàêèõ çíà÷åíèÿõ s > 0 ñëåäóþùèå ôóíêöèè èíòåãðèðóåìû íà êâàäðàòå [−1, 1]2:
à) f(x, y) = 1

|x−y|s ; á) f(x, y) = (x2 + y2)−s; â) f(x, y) =
∣∣y − sin

(
1
x

)∣∣−s.
Çàäà÷à 6.17. Ïóñòü B � åäèíè÷íûé øàð â R3. Íàéäèòå îáðàç ìåðû λB:
à) ïðè îðòîãîíàëüíîé ïðîåêöèè íà ïëîñêîñòü R2 × {0} ⊂ R3;

á) ïðè îðòîãîíàëüíîé ïðîåêöèè íà ïðÿìóþ R× {(0, 0)} ⊂ R3.
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