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Ëèñòîê 2.4

Ðÿäû Ôóðüå â L2
ñðîê ñäà÷è (âêëþ÷àÿ çàäà÷è ñî çâ¼çäî÷êîé) 1 ìàðòà

Çàäà÷à 1. Äîêàæèòå, ÷òî ïðîñòðàíñòâî L2(R) ñåïàðàáåëüíî.

Çàäà÷à 2. Äîêàæèòå, ÷òî ñëåäóþùèå ñâîéñòâà ëèíåéíîãî ôóíêöèîíàëà ϕ â íîðìèðîâàííîì
ïðîñòðàíñòâå V ðàâíîñèëüíû:
1) ϕ îãðàíè÷åí íà åäèíè÷íîì øàðå {x ∈ V : ‖x‖ ≤ 1};
2) ϕ îãðàíè÷åí íà åäèíè÷íîé ñôåðå {x ∈ V : ‖x‖ = 1};
3) ôóíêöèÿ ϕ(x)/‖x‖ îãðàíè÷åíà íà ìíîæåñòâå V \ {0};
4) ϕ íåïðåðûâåí â íóëå;
5) ϕ íåïðåðûâåí íà âñ¼ì V .

Çàäà÷à 3. Ïðîäîëæàþòñÿ ëè äî íåïðåðûâíûõ ôóíêöèîíàëîâ íà L2(R) ñëåäóþùèå ôóíêöèîíà-
ëû, çàäàííûå íà C0

2(R):
à) f 7→ f(0); á) f 7→

∫
R f(x) dx; â) f 7→

∫
R f(x)g(x) dx, ãäå g ∈ C0(R)?

Çàäà÷à 4. Íàéäèòå îáùèé âèä êîìïëåêñíî-ëèíåéíîãî ôóíêöèîíàëà â êîíå÷íîìåðíîì ýðìèòî-
âîì ïðîñòðàíñòâå.

Çàäà÷à 5*. Äîêàæèòå, ÷òî ôóíêöèè 1, x, x2, . . . , xk, . . . íå îáðàçóþò áàçèñà â L2[−1, 1].

Çàäà÷à 6. Íàïèøèòå ôîðìóëó ðàçëîæåíèÿ â ðÿä Ôóðüå íà [−1, 1] ïî ñèñòåìå ïîëèíîìîâ Ëå-
æàíäðà.

Çàäà÷à 7 (ñâÿçü ðÿäîâ Ôóðüå è ðÿäîâ Ëîðàíà). Ïóñòü çàäàí íàáîð êîìïëåêñíûõ ÷èñåë ak,
k ∈ Z, è ÷èñëà q ∈ (0, 1), C > 0, äëÿ êîòîðûõ âûïîëíåíî |ak| < Cq−|k|.
à) Äîêàæèòå, ÷òî ðÿä F (x) =

∑
k∈Z akz

k ñõîäèòñÿ ðàâíîìåðíî íà ëþáîì êîìïàêòíîì ïîäìíî-
æåñòâå îáëàñòè {z ∈ C : |z| ∈ (q, 1/q)}.
á) Ðàçëîæèòå â ðÿä Ôóðüå îãðàíè÷åíèå F |S1 ôóíêöèè F íà îêðóæíîñòü S1 = {z ∈ C : |z| = 1}.
Çàäà÷à 8*. Ïðè êàêîì íåîáõîäèìîì è äîñòàòî÷íîì óñëîâèè íà ðÿä Ôóðüå ïî ýêñïîíåíòàì ôóíê-
öèÿ f ∈ L2[−π, π], ïðîäîëæåííàÿ ïî ïåðèîäè÷íîñòè íà R, ïðîäîëæàåòñÿ â âåðõíþþ ïîëóïëîñ-
êîñòü äî ãîëîìîðôíîé îãðàíè÷åííîé ôóíêöèè?
Ïðîäîëæèìîñòü îçíà÷àåò ñóùåñòâîâàíèå ôóíêöèè F (x + iy), y > 0, äëÿ êîòîðîé ñåìåéñòâî
fy : x 7→ F (x+ iy), x ∈ [−π, π] ñõîäèòñÿ ê f(x) â L2[−π, π] ïðè y → 0.

Çàäà÷à 9*. Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ f ∈ L2(S
1) è äëÿ íåêîòîðîãî äåéñòâèòåëüíîãî α ïîëîæèì

fn(x) =
1

n

n−1∑
k=0

f(x+ αk)

(ìû ïîëàãàåì çäåñü S1 = R/2πZ). Íàéäèòå ïðåäåë ïîñëåäîâàòåëüíîñòè (fn) â L2(S
1). Âûðàçèòå

îòâåò ÷åðåç êîýôôèöèåíòû Ôóðüå ôóíêöèè f .
Óêàçàíèå. Îòâåò áóäåò çàâèñèò îò òîãî, ðàöèîíàëüíî ëè îòíîøåíèå α/π.

Çàäà÷à 10*. Ôóíêöèÿ ϕ : R→ R óäîâëåòâîðÿåò ñëåäóþùèì óñëîâèÿì:

(1) ϕ ≥ 0, (2) I =

∫
R
ϕ(x) dx <∞, (3) sign(ϕ′) = − sign(x).

Ïîëîæèì ψ(x) = ϕ(x)/I. Äîêàæèòå, ÷òî ∆n(x) = nψ(nx) ÿâëÿåòñÿ δ-îáðàçíîé ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòüþ.

Çàäà÷à 11. Ïîñòðîéòå δ-îáðàçíóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü âèäà Cne
−nx2

.
Óêàçàíèå. Èñïîëüçóéòå ðàâåíñòâî

∫
R e
−x2

dx =
√
π.

Çàäà÷à 12*. Äîêàæèòå, ÷òî ëþáóþ ôèíèòíóþ íåïðåðûâíóþ ôóíêöèþ èç R â R ìîæíî ïðèáëè-
çèòü â ðàâíîìåðíîé ìåòðèêå ôèíèòíûìè áåñêîíå÷íî ãëàäêèìè ôóíêöèÿìè.


