
Äîïîëíèòåëüíûå ãëàâû àëãåáðû. Çàäà÷è ê ñåìèíàðó 1.

Çàäà÷à 1. Íàéäèòå ÍÎÄ ñëåäóþùèõ äâóõ ýëåìåíòîâ è åãî ëèíåéíîå âûðàæåíèå:

(à) 525 è 231 â Z;
(á) 7777777 è 7777 â Z;
(â) 2m − 1 è 2n − 1 â Z;
(ã) xm − 1 è xn − 1 â Q[x]
(ä) x4 − 4x3 + 1 è x3 − 3x2 + 1 â Q[x],
(å) 41 + 23i è 19 + 5i â Z[i].

Çàäà÷à 2. Íàéäèòå îáðàçóþùóþ èäåàëà (a, b, c) â êîëüöå R, åñëè
(à) R = Z, a = 30, b = 345, c = 144;
(á) R = Q[x], a = x8 − 1, b = x4 + 2x2 + 1, c = x6 + 1;
(â) R = Z[i], a = 30, b = 3 + 4i, c = 2− 4i.

Çàäà÷à 3. Íàéäèòå ôàêòîðû ïî èäåàëàì èç ïðåäûäóùåé çàäà÷è.

Çàäà÷à 4. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè ìíîãî÷ëåí f èìååò êðàòíûé êîðåíü, òî ñòåïåíü íàèáîëüøåãî îáùåãî

äåëèòåëÿ (f, f ′) áîëüøå 0. Âû÷èñëèòå ÍÎÄ(f, f ′) äëÿ êâàäðàòíîãî ìíîãî÷ëåíà f(x), êàê ìíîãî÷ëåí îò

êîýôôèöèåíòîâ f . Òîò æå âîïðîñ äëÿ êóáè÷åñêîãî ìíîãî÷ëåíà.

Çàäà÷à 5. (à) Íàéäèòå âñå îáðàòèìûå öåëûå ãàóññîâû ÷èñëà, ÷åìó ðàâíÿåòñÿ èõ íîðìà?

(á) Ðàçëîæèòå ÷èñëà 2, 3, 5, 7, 11, 13 â ïðîèçâåäåíèå ïðîñòûõ ãàóññîâûõ ÷èñåë.

(â) Òå æå âîïðîñû äëÿ êîëüöà ÷èñåë Ýéçåíøòåéíà Z[ω], ãäå ω2 + ω + 1 = 0.

Çàäà÷à 6.
(à) Ðàññìîòðèì êîëüöî Z[

√
−d], ãäå d � íàòóðàëüíîå ÷èñëî. Ïîêàæèòå, ÷òî äëÿ ôóíêöèè êâàäðàòà

ðàññòîÿíèÿ:

N(a+ b
√
−d) := a2 + db2

â êîëüöå Z[
√
−d] îïðåäåëåíî äåëåíèå ñ îñòàòêîì åñëè è òîëüêî åñëè d = 1 èëè d = 2.

(á) Ïîêàæèòå, ÷òî â êîëüöå Z[
√
−3] íåò îäíîçíà÷íîñòè ðàçëîæåíèÿ íà ìíîæèòåëè, òåì ñàìûì îíî íå

åâêëèäîâî.
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