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Ïðèìåðíûå çàäà÷è ñåìèíàðîâ

δ-îáðàçíûå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè

Çàäà÷à 2.1. Ïðèâåäèòå ïðèìåð ñëåäóþùèõ δ-îáðàçíûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé è íàðèñóéòå èõ ãðàôèêè:
à) ïðîïîðöèîíàëüíûå õàðàêòåðèñòè÷åñêîé ôóíêöèè îòðåçêà;

á) íåïðåðûâíûå êóñî÷íî ëèíåéíûå;

â) êóñî÷íî êâàäðàòè÷íûå.

Çàäà÷à 2.2. Äàíà ôóíêöèÿ ϕ : R→ R, äëÿ êîòîðîé

(1) ϕ(x) ≥ 0, (2) sign(ϕ′(x)) = − sign(x), (3)
∫
R ϕ(x) dx = 1.

Äîêàæèòå, ÷òî ∆n : x 7→ nϕ(nx)� δ-îáðàçíàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü.

Çàäà÷à 2.3. Äîêàæèòå, ÷òî ∆n(x) =
ne−n

2x2/2

√
2π

� δ-îáðàçíàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü, è íàðèñóéòå å¼ ãðà-

ôèêè.

Ðàâíîìåðíûå ïðèáëèæåíèÿ

Çàäà÷à 2.4. Íàéäèòå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ìíîãî÷ëåíîâ (pn(x))∞n=0, ðàâíîìåðíî ïðèáëèæàþùèå ñëåäó-

þùèå ôóíêöèè íà óêàçàííûõ îòðåçêàõ:

à) |x| íà [−0,9, 0,9];
Óêàçàíèå: èñïîëüçóéòå, ÷òî |x| =

√
1− (1− x2).

á) sinx íà [−a, a] (a > 0); â) ex íà [−a, a] (a > 0); ã) lnx íà [1/2, 3/2], íà [0,1, 0,9] è íà [0,5, 2,5].
ä) Âåðíî ëè, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ïðîèçâîäíûõ ïîñòðîåííûõ ìíîãî÷ëåíîâ ðàâíîìåðíî ñõîäÿòñÿ?

Çàäà÷à 2.5. Äîêàæèòå, ÷òî íà îòðåçêå [−R,R] îñòàòî÷íûé ÷ëåí â ðÿäå Òåéëîðà äëÿ ñèíóñà óäîâëå-

òâîðÿåò îöåíêå

| sinx− S2m−1(x)| ≤ R2m+1

(2m+ 1)!
,

ãäå Sn(x)� n-ÿ ÷àñòíàÿ ñììà ðÿäà Òåéëîðà äëÿ ñèíóñà.

Çàäà÷à 2.6 (ïî÷ëåííîå èíòåãðèðîâàíèå ðÿäîâ Òåéëîðà).

à) Ðàçëîæèòå â ðÿä Òåéëîðà ôóíêöèþ f(x) = (1− x2)−1/2 è äîêàæèòå, ÷òî åãî ÷àñòíûå ñóììû ðàâíî-

ìåðíî ñõîäÿòñÿ ê f íà ëþáîì îòðåçêå |x| ≤ a < 1.
á) Òà æå çàäà÷à äëÿ F (x) = arcsinx.
Óêàçàíèå: ñâåäèòå á) ê à).

Çàäà÷à 2.7. Ïóñòü |a| < 1. Äîêàæèòå, ÷òî ðÿä

1 + 2
∞∑
n=1

an cosnx

ðàâíîìåðíî ñõîäèòñÿ íà R ê
1− a2

1− 2a cosx+ a2
. Îöåíèòå ïîãðåøíîñòü ïðèáëèæåíèÿ ÷àñòíûìè ñóììàìè.

Óêàçàíèå: èñïîëüçóéòå ôîðìóëó Ýéëåðà è ãåîìåòðè÷åñêóþ ïðîãðåññèþ.

Äèôôåðåíöèðîâàíèå ïîä çíàêîì èíòåãðàëà

Çàäà÷à 2.8. Ïóñòü I(y) =
∫∞
1

dx
x2+y2

. Ïðè êàêèõ y ôóíêöèÿ I

à) ïðèíàäëåæèò êëàññó C1; á) ãîëîìîðôíà?

Çàäà÷à 2.9. Ïðè êàêèõ y ôóíêöèÿ I(y) =
∫∞
0

dx
x2+y2

ïðèíàäëåæèò êëàññó C1?
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Çàäà÷à 2.10. Íàéäèòå maxx∈[0,+∞) f(x, y), ãäå f(x, y) = xye−x.

Çàäà÷à 2.11. Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ ëþáîãî a > 0 ñóùåñòâóåò òàêîå C ∈ R, ÷òî ïðè y ∈ [0, a] ôóíêöèÿ
Ce−x/2 ìàæîðèðóåò ôóíêöèþ fy(x) = xye−x íà [0,+∞). Íàðèñóéòå ãðàôèê ôóíêöèè fy.

Ãàììà-ôóíêöèÿ

Çàäà÷à 2.12. Äîêàæèòå, ÷òî ôóíêöèÿ

Γ(y) =

∫ ∞
0

xy−1e−x dx

ïðèíàäëåæèò êëàññó C1: à) ïðè y > 1; á) ïðè y > 0.

Çàäà÷à 2.13. Äîêàæèòå, ÷òî ôóíêöèÿ

Γ(z) =

∫ ∞
0

zy−1e−x dx

ãîëîìîðôíà â îáëàñòè Re z > 0 (èíòåãðèðîâàíèå âåä¼òñÿ ïî ïîëîæèòåëüíîé ïîëóîñè).

Çàäà÷à 2.14. Íà êàêèõ îòðåçêàõ y ∈ [a, b] ñåìåéñòâî fy(x) = xy ìàæîðèðóåòñÿ ôóíêöèåé ñî ñõîäÿùèìñÿ
íà [1,+∞) èíòåãðàëîì?

Èíòåãðàëüíûå ïðåäñòàâëåíèÿ ðåøåíèé äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé

Çàäà÷à 2.15. Äîêàæèòå, ÷òî èíòåãðàë

I(x) =
1

n!

∫ x

0
(x− t)nf(t) dt

ðåøàåò çàäà÷ó I(n+1)(x) = f(x), I(0) = · · · = I(n)(0) = 0.

Çàäà÷à 2.16 (èíòåãðàëüíîå ïðåäñòàâëåíèå ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ Ýéðè).

à) Ïóñòü Ly = D2
y − y. Íàéäèòå Lyexy−

x3

3 .

á) Íàéäèòå ôóíêöèþ g(x, y), äëÿ ∂g/∂x(x, y) = Lye
xy−x3

3 .

â*) Äîêæèòå, ÷òî èíòåãðàë I(y) =
∫
γ e

zy− z3

3 dz, âçÿòûé ïî êîíòóðó γ, ñîñòàâëåííîìó èç R+ è e2πi/3R+,

óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ Ýéðè: I ′′ − yI = 0.

Çàäà÷à 2.17. Ïðîâåðüòå, ÷òî ôóíêöèÿ J0(y) =
1

π

∫ +∞

0

cosxy√
1− x2

dx óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ Áåññåëÿ

f ′′ + 1
yf
′ + f = 0.

Òðèãîíîìåòðè÷åñêèå ðÿäû Ôóðüå

Çàäà÷à 2.18. Èñïîëüçóÿ âûðàæåíèÿ äëÿ ñèíóñà è êîñèíóñà ÷åðåç êîìïëåêñíûå ýêñïîíåíòû, âûâåäèòå

èç îðòîãîíàëüíîñòè ñèñòåìû E = {einx} â ïðîñòðàíñòâå L2[−π, π] îðòîãîíàëüíîñòü â òîì æå ïðîñòðàí-

ñòâå ñèñòåìû SC = {1, cos(nx), sin(nx)}.

Çàäà÷à 2.19. Íàïèøèòå ôîðìóëû äëÿ êîýôôèöèåíòîâ Ôóðüå ïî ñèñòåìàì E è SC.

Çàäà÷à 2.20. Äîêàæèòå, ÷òî íåïðåðûâíûå ôóíêöèè íà [−π, π] ñ îäèíàêîâûìè çíà÷åíèÿìè íà êîíöàõ

îòðåçêà ïëîòíû â ïðîñòðàíñòâå L2([−π, π]).
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