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Неклассические логики

Неклассические логические системы получаются
модификацией классической логики:

1. добавлением новых логических операций:

I модальные логики: добавляется одноместная операция �,
где �A понимается как «необходимо A», «доказуемо A», «я
знаю, что A», «я верю, что A», ...;

также рассматривается
двойственная операция ♦ (♦A значит «возможно A»,
«добавление A не приводит к противоречию», «утверждение A

не противоречит моим взглядам», ...)

2. пересмотром значения существующих операций:
конъюнкции (∧), дизъюнкции (∨), импликации (→),
отрицания (¬) кванторов (∀, ∃), ...

I первая ласточка — закон исключённого третьего A ∨ ¬A
(tertium non datur)
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Логики без закона исключённого третьего

1. Трёхзначная логика. К значениям «истина» и «ложь»
добавляется третье истинностное значение (1/2). Закон
исключённого третьего перестаёт быть справедливым:
1/2 ∨ ¬1/2 = 1/2 6= 1.

J.  Lukasiewicz. O logice trójwartościowej. Ruch filozoficzny 5:170–171, 1920.

2. Интуиционистская логика.

L. E. J. Brouwer. Zur Begründung der intuitionistischen Mathematik (1925)
A. Heyting. Die formalen Regeln der intuitionistischen Logik (1930)
А. Н. Колмогоров. О принципе tertium non datur (1925)

I Мы можем считать A верным только если у нас есть
свидетельство в пользу A.

I Свидетельство для A1 ∨ A2 — пара 〈i ,w〉, где i = 1, 2, w —
свидетельство для Ai .

I Например, R — гипотеза Римана. У нас нет свидетельства
ни для R, ни для ¬R — следовательно, и для R ∨ ¬R.

Классическая логика оказывается фрагментом
интуиционистской: A выводимо в CL тогда и только тогда,
когда ¬¬A выводимо в Int (теорема Гливенко).
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J.  Lukasiewicz. O logice trójwartościowej. Ruch filozoficzny 5:170–171, 1920.

2. Интуиционистская логика.
L. E. J. Brouwer. Zur Begründung der intuitionistischen Mathematik (1925)
A. Heyting. Die formalen Regeln der intuitionistischen Logik (1930)
А. Н. Колмогоров. О принципе tertium non datur (1925)

I Мы можем считать A верным только если у нас есть
свидетельство в пользу A.

I Свидетельство для A1 ∨ A2 — пара 〈i ,w〉, где i = 1, 2, w —
свидетельство для Ai .

I Например, R — гипотеза Римана. У нас нет свидетельства
ни для R, ни для ¬R — следовательно, и для R ∨ ¬R.

Классическая логика оказывается фрагментом
интуиционистской: A выводимо в CL тогда и только тогда,
когда ¬¬A выводимо в Int (теорема Гливенко).



Логики без закона исключённого третьего
1. Трёхзначная логика. К значениям «истина» и «ложь»

добавляется третье истинностное значение (1/2). Закон
исключённого третьего перестаёт быть справедливым:
1/2 ∨ ¬1/2 = 1/2 6= 1.
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Структурные правила: ослабление

Обозначение: A1, . . . ,An ` B — формула B выводится из формул
A1, . . . ,An. (Импликация на внешнем уровне.)

Правило ослабления. A ` (B → A).
Пример: «если 2× 2 = 5︸ ︷︷ ︸

A

, то Волга впадает в Каспийское море︸ ︷︷ ︸
B

».

Это утверждение можно вывести по правилу ослабления (из
истинности B) или по принципу ex falso (поскольку A ложно). Тем не
менее, будучи математически корректным, для естественного языка
оно звучит странно.

Пример 2: «если на планете µ Ara c есть жизнь, то 2× 2 = 4»
(здесь доступен только вывод по правилу ослабления).

Логические системы без правила ослабления называются
релевантными.
И. Е. Орлов. Исчисление совместности предложений. Матем. сб. 35(3–4), 263–286, 1928.
A. R. Anderson, N. D. Belnap (Jr.). Entailment: the logic of relevance and necessity,
Vol. 1. Princeton Univ. Press, 1975.
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истинности B) или по принципу ex falso (поскольку A ложно). Тем не
менее, будучи математически корректным, для естественного языка
оно звучит странно.

Пример 2: «если на планете µ Ara c есть жизнь, то 2× 2 = 4»
(здесь доступен только вывод по правилу ослабления).

Логические системы без правила ослабления называются
релевантными.
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Структурные правила: сокращение

Правило сокращения. Если A,A ` B , то A ` B .

Пример. Известно, что билет Москва – Санкт-Петербург стоит 2000
руб.; обратный билет стоит столько же.

A→ B1: если у меня есть 2000 руб., я могу уехать из Москвы в
Санкт-Петербург
A→ B2: если у меня есть 2000 руб., я могу уехать из
Санкт-Петербурга в Москву

Однако вывод по правилу сокращения сделать нельзя.
A→ B1 ∧ B2: если у меня есть 2000 руб., я могу съездить из
Санкт-Петербурга в Москву и обратно

Дело в том, что формула A выражает некий ресурс, который
расходуется при использовании A (в отличие от
математической теоремы, использование которой никак её не
меняет).
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Исчисление
Цель: выделить явно структурные правила.

Сформулируем исчисление в формате естественного вывода.

Секвенция: A1, . . . ,An ` B

Аксиома: A ` A
Структурные правила:

Γ,∆ ` B

Γ,A,∆ ` B
W

Γ,A,A,∆ ` B

Γ,A,∆ ` B
C

Γ,Φ,A,∆ ` B

Γ,A,Φ,∆ ` B
P1

Γ,A,Φ,∆ ` B

Γ,Φ,A,∆ ` B
P2

Логические правила:
A, Γ ` B

Γ ` A→ B
→ I

Γ1 ` A Γ2 ` A→ B
Γ1, Γ2 ` B

→ E

симметрично: ←
Γ1 ` A Γ2 ` B
Γ1, Γ2 ` A⊗ B

⊗I
∆ ` A⊗ B Γ1,A,B, Γ2 ` C

Γ1,∆, Γ2 ` C
⊗E
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Линейная логика

1. Нет правила сокращения: ресурс можно использовать
только один раз.

2. Нет правила ослабления: каждый ресурс должен быть
использован.

„Экономика должна быть экономной“.
– Л.И. Брежнев, XXVI съезд КПСС, 1981 г.

J.-Y. Girard. Linear logic. Theor. Comput. Sci. 50(1):1–102, 1987.

3. Остаётся правило перестановки (коммутативность).
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Экспоненциал

А что делать с посылкой F = „билет (в один конец) стоит 2000
руб.“ в нашем примере?

I это не ресурс: пользоваться этой информацией можно
сколько угодно раз (а можно вообще не пользоваться);

I значит, для этой формулы нужно разрешить правила
сокращения и ослабления;

I это делается с помощью специальной экспоненциальной
модальности !F , под знаком которой допускаются правила
W и C ;

I с помощью экспоненциала можно погрузить с линейную
логику интуиционистскую (а следовательно, и
классическую).

„Linear logic is not an alternative logic;
it should rather be seen as an extension of usual logic.“

– J.-Y. Girard
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Некоммутативная линейная логика: исчисление Ламбека
Некоммутативный вариант был введён почти на 30 лет раньше
самой линейной логики для задач математической лингвистики.

J. Lambek. The mathematics of sentence structure. Amer. Math. Monthly 65:154–170, 1958.

Базовая категориальная грамматика: приведение синтаксических
категорий с помощью правил → E и ← E .
Пример. „Иван любит Марью“: N, (N → S)← N,N ` S .
Пример. „очень интересная книга“:
(N ← N)← (N ← N),N ← N,N ` N.
K. Ajdukiewicz. Die syntaktische Konnexität. Studia Philosophica 1:1–27, 1935.
Y. Bar-Hillel. A quasi-arithmetical notation for syntactic description. Language 29:47–58, 1953.

Грамматика Ламбека: абстрагирование за счёт правил → I и ← I .
„Иван прочитал x“: N, (N → S)← N,N ` S .
„книга, которую Иван прочитал“:
N, (N → N)← (S ← N),N, (N → S)← N ` N
B. Carpenter. Type-logical semantics. MIT Press, 1997.
G. V. Morrill. Categorial grammar: logical syntax, semantics, and processing. Oxford
Univ. Press, 2011.
R. Moot, C. Retoré. The logic of categorial grammars: a deductive account of natural
language syntax and semantics. Springer, 2012.
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R. Moot, C. Retoré. The logic of categorial grammars: a deductive account of natural
language syntax and semantics. Springer, 2012.



Некоммутативная линейная логика: исчисление Ламбека
Некоммутативный вариант был введён почти на 30 лет раньше
самой линейной логики для задач математической лингвистики.
J. Lambek. The mathematics of sentence structure. Amer. Math. Monthly 65:154–170, 1958.

Базовая категориальная грамматика: приведение синтаксических
категорий с помощью правил → E и ← E .
Пример. „Иван любит Марью“: N, (N → S)← N,N ` S .
Пример. „очень интересная книга“:
(N ← N)← (N ← N),N ← N,N ` N.
K. Ajdukiewicz. Die syntaktische Konnexität. Studia Philosophica 1:1–27, 1935.
Y. Bar-Hillel. A quasi-arithmetical notation for syntactic description. Language 29:47–58, 1953.

Грамматика Ламбека: абстрагирование за счёт правил → I и ← I .
„Иван прочитал x“: N, (N → S)← N,N ` S .
„книга, которую Иван прочитал“:
N, (N → N)← (S ← N),N, (N → S)← N ` N

B. Carpenter. Type-logical semantics. MIT Press, 1997.
G. V. Morrill. Categorial grammar: logical syntax, semantics, and processing. Oxford
Univ. Press, 2011.
R. Moot, C. Retoré. The logic of categorial grammars: a deductive account of natural
language syntax and semantics. Springer, 2012.



Некоммутативная линейная логика: исчисление Ламбека
Некоммутативный вариант был введён почти на 30 лет раньше
самой линейной логики для задач математической лингвистики.
J. Lambek. The mathematics of sentence structure. Amer. Math. Monthly 65:154–170, 1958.

Базовая категориальная грамматика: приведение синтаксических
категорий с помощью правил → E и ← E .
Пример. „Иван любит Марью“: N, (N → S)← N,N ` S .
Пример. „очень интересная книга“:
(N ← N)← (N ← N),N ← N,N ` N.
K. Ajdukiewicz. Die syntaktische Konnexität. Studia Philosophica 1:1–27, 1935.
Y. Bar-Hillel. A quasi-arithmetical notation for syntactic description. Language 29:47–58, 1953.

Грамматика Ламбека: абстрагирование за счёт правил → I и ← I .
„Иван прочитал x“: N, (N → S)← N,N ` S .
„книга, которую Иван прочитал“:
N, (N → N)← (S ← N),N, (N → S)← N ` N
B. Carpenter. Type-logical semantics. MIT Press, 1997.
G. V. Morrill. Categorial grammar: logical syntax, semantics, and processing. Oxford
Univ. Press, 2011.
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Алгебраический взгляд

A⊗ (A→ B) ` B
A⊗ B ` C ⇐⇒ B ` A→ C
Получается, что → — операция левого деления, согласованная
с частичным порядком ` и умножением ⊗.
В коммутативном случае деление одно.



(Суб)экспоненциал в грамматиках Ламбека

„договор, который Иван подписал, не читая“

Иван подписал x , не читая x ` S ← !N

,

причём для ! разрешены правила перестановки и сокращения,
но не ослабления
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Категорная интерпретация

Идея:
I формулы интерпретируются объектами некоторой

категории C;
I морфизмы A→ B соответствуют доказательствам

секвенции A ` B .



Моноидальные категории

I бифунктор ⊗ : C × C → C;
I единичный объект 1;

I естественные изоморфизмы:

αA,B,C : (A⊗ B)⊗ C ∼= A⊗ (B ⊗ C )

λA : 1⊗ A ∼= A

ρA : A⊗ 1 ∼= A

I условия когерентности
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Условия когерентности

A⊗ (1⊗ B)

id⊗λ

xx

α

((
A⊗ B (A⊗ 1)⊗ B

ρ⊗id
oo

(A⊗ B)⊗ (C ⊗ D)

α

**
A⊗ (B ⊗ (C ⊗ D))

α
44

id⊗α
��

((A⊗ B)⊗ C )⊗ D

A⊗ ((B ⊗ C )⊗ D) α
// (A⊗ (B ⊗ D))⊗ D

α⊗id

OO



(Би)замкнутая моноидальная категория

I для любых двух объектов A и B есть объект A⇒ B ;
I и морфизм evalA,B : A⊗ (A⇒ B)→ B ;
I условие: для любого f : A⊗ X → B существует

единственный h : X → (A⇒ B), такой что
f = evalA,B ◦ (idA ⊗ h).

I Получается бифунктор ⇒, ковариантный по второму
аргументу и контравариантный по первому
(⇒ : Cop ⊗ C → C), интернализующий морфизмы категории
C как её объекты.

I Бизамкнутая категория: симметричные условия для
B ⇐ A.

I Частный случай: декартово замкнутые категории, в
которых ⊗ есть категорное произведение. Эти категории
задают интерпретацию интуиционистской логики.
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Симметричная моноидальная категория

I коммутативный случай

I естественный изоморфизм σA,B : A⊗ B ∼= B ⊗ A

I условия когерентности ...
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Условия когерентности

A

A⊗ 1

ρA

<<

σA,1
// 1⊗ A

λA

bb A⊗ B
σA,B

// B ⊗ A
σB,Aoo

(A⊗ B)⊗ C
αA,B,C //

σA,B⊗idC
��

A⊗ (B ⊗ C )
σA,B⊗C // (B ⊗ C )⊗ A

αB,C ,A

��
(B ⊗ A)⊗ C αB,A,C

// B ⊗ (A⊗ C )
idB⊗σA,C

// B ⊗ (C ⊗ A)



Примеры

I Категория set: A⇒ B — множество функций из A в B

I Категория модулей над кольцом R (в частности, категории
линейных пространств и абелевых групп).
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Интерпретация экспоненциала: комонада

... в следующий раз



Исчисление генценовского типа

A ` A

Π ` A Γ,B,∆ ` C

Γ,Π,A→ B,∆ ` C

A,Π ` B

Π ` A→ B

Π ` A Γ,B,∆ ` C

Γ,B ← A,Π,∆ ` C

Π,A ` B

Π ` B ← A

Γ,A,B,∆ ` C

Γ,A⊗ B,∆ ` C

Γ1 ` A Γ2 ` B

Γ1, Γ2 ` A⊗ B

Γ,A1,∆ ` C Γ,A2,∆ ` C

Γ,A1 ∨ A2,∆ ` C

Π ` Ai

Π ` A1 ∨ A2

Γ,Ai ,∆ ` C

Γ,A1 ∧ A2,∆ ` C

Π ` A1 Π ` A2

Π ` A1 ∧ A2

Γ,A,∆ ` C

Γ, !A,∆ ` C

!B1, . . . , !Bn ` A

!B1, . . . , !Bn `!A

Γ,∆ ` C

Γ, !A,∆ ` C

Γ, !A,Φ, !A,∆ ` C

Γ, !A,Φ,∆ ` C

Γ, !A,Φ, !A,∆ ` C

Γ,Φ, !A,∆ ` C



Сравнение декартова и тензорного произведения

I Декартово произведение (прямая сумма) линейных
пространств — состоит из формальных сумм вида v1 + v2,
vi ∈ Vi .

I dimV1 × V2 = dimV1 + dimV2

I Свойство универсальности:
A

X

55

))

// A× B

<<

""
B

I Имеются естественные морфизмы dA : A→ A× A и
eA : A→ 1 (где 1 — нульмерное пространство).

I Следовательно, получаем корректную интерпретацию
интуиционистской конъюнкции.

I В общем случае — понятие декартово замкнутой
категории; категория линейных пространств незамкнута!
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I Декартово произведение (прямая сумма) линейных
пространств — состоит из формальных сумм вида v1 + v2,
vi ∈ Vi .
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Сравнение декартова и тензорного произведения

I Тензорное произведение V1 ⊗ V2: получается
факторизацией пространства с базисом V1 × V2 по
естественной эквивалентности:

(v ,w) + (u,w) ∼ (v + u,w) (w , v) + (w , u) ∼ (w , v + u)

c(v ,w) ∼ (cv ,w) ∼ (v , cw)

I dimV1 ⊗ V2 = dimV1 · dimV2

I Свойство универсальности: для любого билинейного
h : A× B → Z (не является морфизмом в категории!)
h = ϕ ◦ h̃, где ϕ : A×B → A⊗B. «Посредством тензорного
произведения билинейная функция становится линейной».

I Естественных нетривиальных морфизмов d и e нет.
I Получаем модель линейной логики (импликация — за

счёт моноидальной замкнутости).
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Интерпретация экспоненциала: моноидальная комонада

S. Abramsky, N. Tzevelekos. Introduction to categories and categorical logic.

I Комонада.

Q : C → C
εA : QA→ A

δA : QA→ QQA

QA
δA //

δA
��

QQA

δQA

��
QQA

QδA // QQQA

QA
δA //

δA
�� idQA ##

QQA
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��
QQA

QεA
// QA

I Пример: Q = V0 ×_
I Стрелка Клейсли: f : QA→ B .

Композиция: QA
δA // QQA

Qf // QB
g // C
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Комонада интерпретирует слабый !
I Экспоненциал с урезанным набором правил (никаких

структурных правил, и в правом правиле только одна
формула слева):

Γ,A,∆ ` B

Γ, !A,∆ ` B
!B ` A
!B `!A

I Первому правилу соответствует εA (точнее,
idΓ ⊗ εA ⊗ id∆); второму — δB ◦ Qf (как стрелка Клейсли
поднимает морфизм QB → A до QB → QA).

I Комонадические законы соответствуют преобразованиям
упрощения доказательств.

I Чтобы допустить настоящее правило
!B1, . . . , !B2 ` A

!B1, . . . , !Bn `!A

нужна дистрибутивность:

m0 : 1→ Q1 (m2)B1,B2 : QB1 ⊗ QB2 → Q(B1 ⊗ B2)

(+ условия когерентности)
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Ослабление, сокращение, перестановка

I Ослабление: eA : QA→ 1

I Сокращение: dA : QA→ QA⊗ QA

I Перестановка: pA,B : QA⊗ B ∼= B ⊗ QA



Алгебраические модели (без экспоненциала)

Решётка с делениями (A;�, ·, 1, \, /,u,t)

I моноид;
I частичный порядок;
I b � a \ c ⇐⇒ ab � c ⇐⇒ a � c / b;
I решётка.

Примеры:
I алгебра формальных языков над некоторым алфавитом

(L-модели);
I алгебра бинарных отношений на некотором множестве

(R-модели).
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Результаты о (не)полноте

I \, /, ·, R-полнота: Андрека, Микулаш 1991
I \, /, ·, L-полнота: Пентус 1995

I с u, t: неполнота — не выводится закон дистрибутивности
A u (B t C ) ` (A u B) t (A t C )

I есть другие примеры алгебр, относительно которых будет
полнота (например, модели на синтаксических решётках
понятий)
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Синтаксические решётки понятий
I Зафиксируем язык L („все правильные предложения“).

I Для каждого языка A рассмотрим множество пар

AB = {(u1, u2) | ∀v ∈ Au1vu2 ∈ L}
(множество контекстов, в которых могут встречаться слова
из A)

I Теперь рассмотрим множество слов, которые могут
встречаться в этих контекстах:

ABC = {w | ∀(u1, u2) ∈ AB u1wu2 ∈ L}

⊇ A

I Например, если в A лежит слово «собака», то в его
замыкании ABC окажется также слово «кошка».

I A замкнутое, если A = ABC.
I Умножение интерпретируется как (A · B)BC; деление

замкнутых множеств автоматически оказывается
замкнутым.

I Имеет место теорема о полноте (Вурм 2017).
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I A замкнутое, если A = ABC.
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Результаты об алгоритмической сложности

I \, /, ·: NP-полная (Пентус 2006); есть полиномиальные
алгоритмы для фрагментов (Пентус 2010, Саватеев 2006,
...)

I \, /, ·,t,u: PSPACE-полная (Канович 1994)
I \, /, ·, !: неразрешимая (Линкольн и др. 1991, Канович и

др. 2016)
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Итерация Клини

I a∗ = sup{an | n ≥ 0}

I аксиоматизация с помощью ω-правила:(
Γ,An,∆→ C

)∞
n=0

Γ,A∗,∆ ` C

I логика не является рекурсивно перечислимой (Бушковский
2007) ⇒ финитная аксиоматизация невозможна

I правила индукции для ∗ (например, «чистая индукция»
Пратта: (A→ A)∗ ` A→ A) оказываются слабее ω-правила
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