
Âåêòîðíûå ðàññëîåíèÿ

1. Ïóñòü E ⊂ RP n×Rn+1 ñîñòîèò èç òàêèõ ïàð (l, v), ÷òî åñëè ðàññìîòðåòü l ∈ RP n

êàê ïðÿìóþ â Rn+1, òî v ∈ l. Ïóñòü p : E −→ RP n � åñòåñòâåííàÿ ïðîåêöèÿ,
èíäóöèðîâàííàÿ ïðîåêöèåé èç ïðÿìîãî ïðîèçâåäåíèÿ E ⊂ RP n × Rn+1 íà ïåð-
âûé ñîìíîæèòåëü. Äîêàçàòü, ÷òî p : E −→ RP n � ãëàäêîå âåêòîðíîå ëîêàëüíî
òðèâèàëüíîå ðàññëîåíèå ðàíãà 1 è íàéòè åãî ñêëåèâàþùèå êîöèêëû ïðè âûáîðå
ñòàíäàðòíûõ àôôèííûõ ïîäìíîæåñòâ RP n â êà÷åñòâå òðèâèàëèçèðóþùåãî ïî-
êðûòèÿ. Ýòî ðàññëîåíèå íàçûâàåòñÿ òàâòîëîãè÷åñêèì ðàññëîåíèåì íàä RP n.

2. Ïîñòðîèòü àíàëîãè÷íî òàâòîëîãè÷åñêîå ðàññëîåíèå íàä ìíîãîîáðàçèåì Ãðàññìà-
íà Gk(Rn) è íàéòè åãî ñêëåèâàþùèå êîöèêëû.

3. Ïóñòü E � âåêòîðíîå ðàññëîåíèå. Îáúÿñíèòå, êàê ñòðîèòü ñêëåèâàþùèå êîöèêëû
äëÿ ðàññëîåíèé E∗, E ∧ E.

4. ßâëÿþòñÿ ëè òðèâèàëüíûìè êàñàòåëüíûå ðàññëîåíèÿ: a) TS1, á) TS2, â) TS3?

5. Ïðèâåäèòå ïðèìåð äâóõ íåòðèâèàëüíûõ âåêòîðíûõ ðàññëîåíèé, òàêèõ ÷òî èõ ïðÿ-
ìàÿ ñóììà � òðèâèàëüíîå ðàññëîåíèå.

6. Ïðèâåäèòå ïðèìåð äâóõ íåòðèâèàëüíûõ âåêòîðíûõ ðàññëîåíèé, òàêèõ ÷òî èõ ïðî-
èçâåäåíèå � òðèâèàëüíîå ðàññëîåíèå.

7. Äîêàæèòå, ÷òî ñóììà êàñàòåëüíîãî ðàññëîåíèÿ ê äâóìåðíîé ñôåðå è òðèâèàëü-
íîãî ðàññëîåíèÿ ðàíãà 1 ÿâëÿåòñÿ òðèâèàëüíûì ðàññëîåíèåì ðàíãà 3.

8. Íàéòè (ñ òî÷íîñòüþ äî èçîìîðôèçìà) âñå îäíîìåðíûå âåùåñòâåííûå ðàññëîåíèÿ
íàä RP 1.

Óêàçàíèå: îáðàòèòå âíèìàíèå, ÷òî ëîêàëüíûå áàçèñ â ñå÷åíèÿõ ñîñòîèò èç îäíîãî
ñå÷åíèÿ. Åñëè ââåñòè ìåòðèêó, òî íàä êàæäîé òðèâèàëèçóþùåé îêðåñòíîñòüþ
ñîîòâåòñòâóþùåå ñå÷åíèå ìîæíî îòíîðìèðîâàòü. Òîãäà ñêëåèâàþùèå êîöèêëû
óñòðîåíû ïðîñòî: gαβ(x) = ±1.

9. ßâëÿåòñÿ ëè îðèåíòèðóåìûì òðèâèàëüíîå ðàññëîåíèå íàä RP 1? ßâëÿåòñÿ ëè îðè-
åíòèðóåìûì òàâòîëîãè÷åñêîå ðàññëîåíèå íàä RP 1?

10. Êàê ñâÿçàíû òàâòîëîãè÷åñêîå ðàññëîåíèå íàä RP 1 è ëèñò Ì¼áèóñà, ðàññëîåííûé
íàä îêðóæíîñòüþ?

11. Ïóñòü E −→ RP n � òàâòîëîãè÷åñêîå ðàññëîåíèå. Òðèâèàëüíî ëè E ⊗ E?

12. Ïóñòü E −→ RP n � òàâòîëîãè÷åñêîå ðàññëîåíèå. Äîêàçàòü, ÷òî ñóììà TRP n è
òðèâèàëüíîãî ðàññëîåíèÿ ðàíãà 1 èçîìîðôíà E∗ ⊕ ...⊕ E∗  

n+ 1 ðàç

.

1



2

13. Ïóñòü Y � ïîäìíîãîîáðàçèå X. Òîãäà äëÿ êàæäîé òî÷êè x ∈ Y ìîæíî îïðå-
äåëèòü âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî Nx := TxX/TxY . Îïðåäåëèòå íà äèçúþíêòíîì
îáúåäèíåíèè NY =


x∈Y

Nx åñòåñòâåííóþ ñòðóêòóðó ãëàäêîãî ìíîãîîáðàçèÿ è ëî-

êàëüíî òðèâèàëüíîãî âåêòîðíîãî ðàññëîåíèÿ íàä Y . Ýòî ðàññëîåíèå íàçûâàåòñÿ
íîðìàëüíûì ðàññëîåíèåì.

14. Íàéäèòå íîðìàëüíîå ðàññëîåíèå êM ïðè äèàãîíàëüíîì âëîæåíèèM −→ M×M ,
òî åñòü x →→ (x, x).

15. Íàéäèòå íîðìàëüíîå ðàññëîåíèå ê RP n ïðè åñòåñòâåííîì âëîæåíèè RP n ↩→
RP n+1.

16. Ïóñòü p : E −→ B � ëîêàëüíî òðèâèàëüíîå ðàññëîåíèå, Uα � òðèâèàëèçóþùèå
îêðåñòíîñòè, à gαβ � ñîîòâåòñòâóþùèå ñêëåèâàþùèå êîöèêëû. Ðàññìîòðèì ðàñ-
ñëîåíèå f ∗E, ãäå f : M −→ B. Äîêàæèòå, ÷òî f ∗gαβ, îïðåäåë¼ííûå ôîðìóëîé

f ∗gαβ(x) = gαβ(f(x)),

çàäàþò ñêëåèâàþùèå êîöèêëû äëÿ f ∗E äëÿ òðèâèàëèçóþùåãî ïîêðûòèÿ ìíîæå-
ñòâàìè f−1(Uα).

17. Ïóñòü [z0 : ... : zn] îäíîðîäíûå êîîðäèíàòû â RP n. Íàïîìíèì, ÷òî îòîáðàæåíèå
Âåðîíåçå ñòåïåíè d � ýòî îòîáðàæåíèå µd : RP n −→ RPN , çàäàííîå ôîðìóëîé
µd([z0 : ... : zn]) = [... : zI : ...], ãäå zI � ýòî íåêîòîðûé ìîíîì ñòåïåíè d îò
z0, ..., zn, è â ïðàâîé ÷àñòè ñòîÿò âñå ìîíîìû ñòåïåíè d. Íàïðèìåð, ïðè n = 2 è
d = 2 ïîëó÷àåì îòîáðàæåíèå RP 2 −→ RP 5, çàäàííîå ôîðìóëîé

µ2([z0 : z1 : z2]) = [z20 : z
2
1 : z

2
2 : z0z1 : z0z2 : z1z2].

Íàéäèòå îáðàòíûé îáðàç µ∗
dE òàâòîëîãè÷åñêîãî ðàññëîåíèÿ E ïðè ýòîì îòîáðà-

æåíèè.


