
Àëãåáðà Õîïôà è RTT

1. Ïóñòü C[G] � ãðóïïîâàÿ àëãåáðà íàä ïîëåì êîìïëåêñíûõ ÷èñåë C êîíå÷íîé ãðóïïû G
ïîðÿäêà N . Íàïîìíèì, ÷òî åñëè g1, g2, . . . , gN � ýëåìåíòû ãðóïïû G, òî àëãåáðà C[G] êàê
âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî èçîìîðôíà ëèíåéíîé îáîëî÷êå SpanC{g1, . . . , gN}, à àññîöèàòèâíîå
óìíîæåíèå â àëãåáðå èíäóöèðóåòñÿ ãðóïïîâûì óìíîæåíèåì áàçèñíûõ âåêòîðîâ gi.

à) Äîêàæèòå, ÷òî ëèíåéíûå îòîáðàæåíèÿ ∆ : C[G] → C[G] ⊗ C[G] è ε : C[G] → C,
çàäàííûå íà ãðóïïîâûõ ýëåìåíòàõ ôîðìóëàìè:

∆(gi) = gi ⊗ gi, ε(gi) = 1

ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ãîìîìîðôèçìû ñîîòâåòñòâóþùèõ àëãåáð è ÿâëÿþòñÿ êîóìíîæå-

íèåì è êîåäèíèöåé â àëãåáðå C[G].

á) Äîêàæèòå, ÷òî ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå S : C[G] → C[G], çàäàííîå íà ãðóïïîâûõ ýëå-

ìåíòàõ ôîðìóëîé

S(gi) = g−1
i

ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé àíòèãîìîìîðôèçì àëãåáðû C[G] è ÿâëÿåòñÿ àíòèïîäîì ïî îòíî-

øåíèþ ê êîóìíîæåíèþ ∆ è êîåäèíèöå ε, îïðåäåëåííûõ âûøå â ïóíêòå à).

â) Ïîñòðîéòå äóàëüíóþ àëãåáðó Õîïôà C[G]∗ è ïîêàæèòå, ÷òî ýòî àëãåáðà ëèíåéíûõ

ôóíêöèé íà C[G], ñ íåâûðîæäåííûì ñïàðèâàíèåì ñ C[G] ñëåäóþùåãî âèäà:

⟨f, a⟩ = f(a) ∀ f ∈ C[G]∗, ∀ a ∈ C[G].

Ïîëüçóÿñü îïðåäåëåíèåì äóàëüíûõ àëãåáð Õîïôà è íåâûðîæäåííûì ñïàðèâàíèåì,

ïðèâåäèòå ÿâíûé âèä óìíîæåíèÿ f1 · f2, åäèíè÷íîãî ýëåìåíòà η∗, êîóìíîæåíèÿ ∆∗,
êîåäèíèöû ε∗ è àíòèïîäà S∗ â àëãåáðå C[G]∗.

2. Ðàññìîòðèì àññîöèàòèâíóþ àëãåáðó (ñ åäèíèöåé) T2(R) êâàíòîâàííûõ ôóíêöèé íà ìàò-

ðè÷íîé àëãåáðå Mat2(C), ãåíåðàòîðû êîòîðîé óäîâëåòâîðÿþò êâàäðàòè÷íûì ïåðåñòàíîâî÷-

íûì ñîîòíîøåíèÿì:

R12T1T2 = T1T2R12, T1 = T ⊗ I, T2 = I ⊗ T, (⋆)

ñ R-ìàòðèöåé Äðèíôåëüäà-Äæèìáî

R =


q 0 0 0
0 λ 1 0
0 1 0 0
0 0 0 q

 , λ = q − q−1.

Çäåñü 2× 2 ìàòðèöà T ñîñòàâëåíà èç ãåíåðàòîðîâ àëãåáðû T2(R):

T =

(
t11 t12
t21 t22

)
≡
(

a b
c d

)

Ýëåìåíòàìè àëãåáðû T2(R) ïî îïðåäåëåíèþ ÿâëÿþòñÿ ïðîèçâîëüíûå êîíå÷íûå ëèíåéíûå

êîìáèíàöèè ìîíîìîâ (�ñëîâ� êîíå÷íîé äëèíû) îò íåêîììóòàòèâíûõ ãåíåðàòîðîâ a, b, c è d.

à) Ïîëó÷èòå ÿâíûé âèä ïåðåñòàíîâî÷íûõ ñîîòíîøåíèé íà ãåíåðàòîðû a, b, c è d, êîòîðûå
ñëåäóþò èç (⋆).



á) Äîêàæèòå, ÷òî êâàäðàòè÷íûé ïî ãåíåðàòîðàì ýëåìåíò

detqT = ad− qbc = da− q−1bc

ïðèíàäëåæèò öåíòðó àëãåáðû T2(R). Ýòîò ýëåìåíò íàçâàåòñÿ êâàíòîâûì äåòåðìèíàí-

òîì ìàòðèöû T .

â) Ïîêàæèòå, ÷òî êâàíòîâûé äåòåðìèíàíò ïðîïîðöèîíàëåí ñëåäóþùåìó âûðàæåíèþ

detqT = αTr(12)(T1T2A12(R)), A12(R) =
1

2q
(qI −R12)

è íàéäèòå êîýôôèöèåíò ïðîïîðöèîíàëüíîñòè α.

3. Äëÿ àëãåáðû Tn(R) êâàíòîâàííûõ ôóíêöèé íà ìàòðè÷íîé àëãåáðå Matn(C) çàäàííîé ïå-

ðåñòàíîâî÷íûìè ñîîòíîøåíèÿìè (⋆) ñ n2×n2 R-ìàòðèöåé Äðèíôåëüäà-Äæèìáî ïîêàæèòå,

÷òî ëèíåéíûå îòîáðàæåíèÿ ∆ è ε çàäàííûå íà ãåíåðàòîðàõ àëãåáðû ñîîòíîøåíèÿìè

∆(tij) =
n∑

k=1

tik ⊗ tkj , ε(tij) = δij ,

ÿâëÿþòñÿ ãîìîìîðôèçìàìè êîóìíîæåíèÿ è êîåäèíèöû, çàäàþùèìè íà Tn(R) ñòðóêòóðó

áèàëãåáðû. Äîêàæèòå �ãðóïïîâîå ñâîéñòâî� êâàíòîâîãî äåòåðìèíàíòà â T2(R)

∆(detqT ) = detqT ⊗ detqT.

4. Ïîäìíîæåñòâî îáðàòèìûõ ìàòðèö âMat2(C) îáðàçóåò ìàòðè÷íóþ ãðóïïó GL2(C). Àëãåá-
ðîé êâàíòîâàííûõ ôóíêöèé Funq(GL2) íà ýòîé ìàòðè÷íîé ãðóïïå áóäåì íàçûâàòü àëãåáðó

ïîëèíîìîâ Ëîðàíà îò ýëåìåíòà t ≡ detqT (ñì. çàäà÷ó 2 âûøå) ñ êîýôôèöèåíòàìè èç T2(R):

Funq(GL2) = T2(R)⊗ C[t, t−1]

Äîêàæèòå, ÷òî àíòèãîìîìîðôèçì S : Funq(GL2) → Funq(GL2), çàäàííûé íà ãåíåðàòîðàõ

ñîîòíîøåíèÿìè

S

(
a b
c d

)
= t−1

(
d −b/q

−qc a

)
ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé îòîáðàæåíèå àíòèïîäà îòíîñèòåëüíî êîóìíîæåíèÿ è êîåäèíèöû èç çà-

äà÷è 3, ÷òî ïðåâðàùàåò àëãåáðó Funq(GL2) â àëãåáðó Õîïôà.

5. Àëãåáðà T2(R) êàê áåñêîíå÷íîìåðíîå âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî ðàñêëàäûâàåòñÿ â ïðÿìóþ

ñóììó îäíîðîäíûõ êîìïîíåíò

T2(R) =
⊕
k≥0

T (k),

ãäå T (k) åñòü ëèíåéíàÿ îáîëî÷êà îäíîðîäíûõ ìîíîìîâ ñòåïåíè k îò ãåíåðàòîðîâ a, b, c è d.
Äîêàæèòå, ÷òî êàæäàÿ êîìïîíåíòà T (k) åñòü êîíå÷íîìåðíîå âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî, îäèí

èç âîçìîæíûõ áàçèñîâ â êîòîðîì ìîæåò áûòü âûáðàí â âèäå óïîðÿäî÷åííûõ ìîíîìîâ

ak1bk2ck3dk4 , ki ≥ 0, k1 + k2 + k3 + k4 = k.

Ïîëüçóÿñü ýòèì áàçèñîì, íàéäèòå ðàçìåðíîñòè êîìïîíåíò T (k) è óáåäèòåñü, ÷òî îíè ñîâïà-

äàþò ñ ðàçìåðíîñòÿìè ñîîòâåòñòâóþùèõ îäíîðîäíûõ êîìïîíåíò êîììóòàòèâíîé (íåêâàíòî-

âàííîé) àëãåáðû ôóíêöèé íà Mat2(C). Ýòî âàæíîå ñâîéñòâî â íàó÷íîé ëèòåðàòóðå íàçû-

âàåòñÿ ïëîñêîñòüþ êâàíòîâàíèÿ (⋆) àëãåáðû êîììóòàòèâíûõ ôóíêöèé íà Mat2(C): ïëîñêîå
êâàíòîâàíèå (�at quantization) íå èçìåíÿåò ðàçìåðíîñòåé îäíîðîäíûõ êîìïîíåíò, èëè, äðó-

ãèìè ñëîâàìè, íå ìåíÿåò ÷èñëî íåçàâèñèìûõ ýëåìåíòîâ â êâàíòîâîé àëãåáðå ïî ñðàâíåíèþ

ñ èñõîäíîé êîììóòàòèâíîé àëãåáðîé.


