
Ïðîãðàììà êîëëîêâèóìà ïî ìàòàíàëèçó çà ÷åòâåðòûé ñåìåñòð

(20, 25.06.2019)

Â íà÷àëå êîëëîêâèóìà îòâå÷àþùèé ïîëó÷èò òðè âîïðîñà èç ìèíèìàëüíîãî ñïèñêà ôîðìóëèðîâîê è

îïðåäåëåíèé. Íà ýòè âîïðîñû íóæíî áóäåò îòâåòèòü áåç ïîäãîòîâêè. Ïðè íåçíàíèè õîòÿ áû îäíîãî èç

íèõ êîëëîêâèóì çàâåðøàåòñÿ ñ îöåíêîé ¾1¿.

Äàëåå îòâå÷àþùèé ïîëó÷èò òðè òåîðåòè÷åñêèõ âîïðîñà è îäíó çàäà÷ó èç ñïèñêîâ, ïðèâåä¼ííûõ

íèæå. Ïðè ýòîì âîïðîñû è çàäà÷è ñ îäíîé çâ¼çäî÷êîé íåîáÿçàòåëüíû äëÿ ñòóäåíòîâ Ñîâáàêà, à ñ äâóìÿ

çâ¼çäî÷êàìè� äëÿ âñåõ: ñòóäåíò ìîæåò ïîïðîñèòü çàìåíèòü èõ íà îáÿçàòåëüíûå äëÿ íåãî ïóíêòû òîãî

æå ñïèñêà. Â çàäà÷àõ, ïîìå÷åííûõ ñëîâîì ¾(öåëèêîì)¿, çà îäíó çàäà÷ó ñ÷èòàþòñÿ âñå ïóíêòû, â

îñòàëüíûõ çàäà÷àõ îäèí ïóíêò � ýòî îäíà çàäà÷à.

Ïðè îòâåòå íà òåîðåòè÷åñêèé âîïðîñ íóæíî áåç ïîäãîòîâêè ñôîðìóëèðîâàòü ñîîòâåòñòâóþùèå òåî-

ðåìû è âñå íåîáõîäèìûå îïðåäåëåíèÿ. Äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è äà¼òñÿ 30 ìèíóò ñòóäåíòàì-¾ìàòåìàòèêàì¿

è 40 ìèíóò ñòóäåíòàì Ñîâáàêà. Îïðåäåëåíèÿ, íå óïîìÿíóòûå â ïðîãðàììå ÿâíî, íóæíî ôîðìóëèðîâàòü

òàì, ãäå îíè âïåðâûå (ïî íóìåðàöèè âîïðîñîâ â ñïèñêå) íåîáõîäèìû.

Ìèíèìàëüíûé ñïèñîê îïðåäåëåíèé è ôîðìóëèðîâîê ê êîëëîêâèóìó

1. Ïðîñòðàíñòâî L1

2. Ïðîñòðàíñòâî L2

3. Ïðîñòðàíñòâî D(R) è ñõîäèìîñòü â í¼ì

4. Ïðîñòðàíñòâî D′(R) è ñõîäèìîñòü â í¼ì

5. Äåëüòà-îáðàçíàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

6. Äåëüòà-ôóíêöèÿ

7. Ãàììà-ôóíêöèÿ

8. Ðÿä Ôóðüå ôóíêöèè èç L2[−π, π] ïî ñèñòåìå ýêñïîíåíò: ôîðìóëà äëÿ êîýôôèöèåíòîâ

9. Ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå íà ïðÿìîé

10. Ñâÿçü ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå äëÿ ôóíêöèé f è f ′

11. Ïðîèçâîäíàÿ ôóíêöèè f ∈ D′(R)

Òåîðåòè÷åñêèå âîïðîñû

1. Îïðåäåëåíèå ïðîñòðàíñòâà L2(R) ÷åðåç ïîïîëíåíèå ïðîñòðàíñòâà C0
2 . Ôîðìóëèðîâêà òåîðåìû î

ïîïîëíåíèè

2. ßâíîå îïèñàíèå ïðîñòðàíñòâà L2(R)

3. Íåðàâåíñòâî Êîøè-Áóíÿêîâñêîãî â ïðîñòðàíñòâå L2(R) è åãî ñâÿçü ñ íåðàâåíñòâîì | cosx| ≤ 1

4. Îáùèé âèä ëèíåéíîãî ôóíêöèîíàëà íà åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå

5. Îáùèé âèä ëèíåéíîãî îãðàíè÷åííîãî ôóíêöèîíàëà íà ïðîñòðàíñòâå L2(R)

6. Îïðåäåëåíèå ãèëüáåðòîâà ïðîñòðàíñòâà. Òåîðåìà Ðèññà î áàçèñå

7. Îðòîãîíàëüíîñòü ñèñòåì èç òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ ôóíêöèé è ýêñïîíåíò íà îêðóæíîñòè

8. Ïîëíîòà ýòèõ ñèñòåì (ñ ïîëíûìè ôîðìóëèðîâêàìè òåîðåì Âåéåðøòðàññà î ïðèáëèæåíèè)

9. Ðàçëîæåíèå â ðÿä Ôóðüå ïî áàçèñàì èç òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ ôóíêöèé è ýêñïîíåíò íà îêðóæíîñòè

10. Óáûâàíèå êîýôôèöèåíòîâ Ôóðüå è ðàâíîìåðíàÿ ñõîäèìîñòü ðÿäîâ Ôóðüå äëÿ ãëàäêèõ ôóíêöèé ê

íèì ñàìèì

11. δ-îáðàçíûå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè è ïðåäñòàâëåíèå ñ èõ ïîìîùüþ íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé

12. δ-îáðàçíûå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè âèäà Cnϕ
n(x) è nϕ(nx)

13. Îïðåäåëåíèå ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå ôèíèòíûõ íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé. Ñêîðîñòü óáûâàíèÿ ïðåîá-

ðàçîâàíèÿ Ôóðüå ôèíèòíûõ ôóíêöèé êëàññà Cm.

14. Ðàâåíñòâî Ïëàíøåðåëÿ äëÿ ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå ôèíèòíûõ ãëàäêèõ ôóíêöèé.
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15. Ôîðìóëà îáðàùåíèÿ äëÿ ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå ôèíèòíûõ ãëàäêèõ ôóíêöèé.

16. Ïðîäîëæåíèå íîðìèðîâàííîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå íà ïðîñòðàíñòâî L2(R) êàê èçîìåòðèè. Ðà-

âåíñòâî Ïëàíøåðåëÿ.

17. Êàêîé ôîðìóëîé çàäàåòñÿ ïðîäîëæåííîå ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå íà ïðîñòðàíñòâå L1(R) ∩ L2(R) ?

18. Ðÿäû Ôóðüå äëÿ ãîëîìîðôíûõ ôóíêöèé: ýêñïîíåíöèàëüíîå óáûâàíèå êîýôôèöèåíòîâ

19. Ôóíêöèÿ Ãàóññà � íåïîäâèæíàÿ òî÷êà ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå

20. ** Âû÷èñëåíèå ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå ñ ïîìîùüþ âû÷åòîâ

21. Âûðàæåíèå ÷àñòíîé ñóììû ðÿäà Ôóðüå ÷åðåç ÿäðî Äèðèõëå

22. Ëåììà Ðèìàíà è ïîòî÷å÷íàÿ ñõîäèìîñòü ðÿäà Ôóðüå ê íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìîé ôóíêöèè

23. ** Ñõîäèìîñòü ðÿäà Ôóðüå ê êóñî÷íî íåïðåðûâíîé è êóñî÷íî äèôôåðåíöèðóåìîé ôóíêöèè

24. Ñâåðòêà: äâà îïðåäåëåíèÿ è ïðîñòåéøèå ñâîéñòâà

25. Ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå îò ñâåðòêè è ïðîèçâåäåíèÿ

26. * Çàäà÷à Êîøè äëÿ óðàâíåíèÿ òåïëîïðîâîäíîñòè íà ïðÿìîé: ôîðìóëà Ïóàññîíà

27. * Çàäà÷à Êîøè äëÿ âîëíîâîãî óðàâíåíèÿ íà ïðÿìîé: ôîðìóëà Äàëàìáåðà

28. Ïîëíîòà ñèñòåìû E è ðÿäû Ôóðüå íà ìíîãîìåðíîì òîðå

29. Ñóììèðîâàíèå ïî ðåøåòêå è àáñîëþòíàÿ ñõîäèìîñòü ðÿäîâ Ôóðüå

30. ** Ðàâåíñòâî Ïëàíøåðåëÿ äëÿ ìíîãîìåðíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå

31. Ãëàäêîñòü è óáûâàíèå êîýôôèöèåíòîâ Ôóðüå äëÿ ôóíêöèé íà ìíîãîìåðíîì òîðå

32. Ôîðìóëà îáðàùåíèÿ äëÿ ìíîãîìåðíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå

33. Ãëàäêîñòü è óáûâàíèå ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå

34. ** Ïðîñòðàíñòâî áûñòðî óáûâàþùèõ ôóíêöèé è åãî èíâàðèàíòíîñòü îòíîñèòåëüíî ïðåîáðàçîâàíèÿ

Ôóðüå

Îáîáùåííûå ôóíêöèè

35. Ïðîñòðàíñòâî îñíîâíûõ ôóíêöèé: îïðåäåëåíèå, ïðèìåðû, ñõîäèìîñòü

36. ** Îïèñàíèå âñåõ ñôåðè÷åñêè ñèììåòðè÷íûõ ãàðìîíè÷åñêèõ ôóíêöèé â R3.

37. Îïðåäåëåíèå è ñõîäèìîñòü îáîáùåííûõ ôóíêöèé. Ñõîäèìîñòü δ-îáðàçíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè îáû÷-
íûõ ôóíêöèé ê δ-ôóíêöèè â D′

38. ** Ïîñòðîåíèå δ-îáðàçíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè fn â L1(R3) è ïîñëåäîâàòåëüíîñòè un ∈ C1(R3) :
∆un = fn.

39. Îáû÷íûå ôóíêöèè êàê îáîáùåííûå. Äèôôåðåíöèðîâàíèå îáîáùåííûõ ôóíêöèé è åãî ñâÿçü ñ äèô-

ôåðåíöèðîâàíèåì îáû÷íûõ ôóíêöèé.

40. Ïðîñòðàíñòâà D(Rn) è D′(Rn). Ñõîäèìîñòü â íèõ.

41. * Ôóíäàìåíòàëüíûå ðåøåíèÿ ëèíåéíûõ óðàâíåíèé ñ ïîñòîÿííûìè êîýôôèöèåíòàìè.

42. * Ôóíäàìåíòàëüíûå ðåøåíèÿ è èõ ïðèìåíåíèå ê ðåøåíèþ íåîäíîðîäíûõ óðàâíåíèé.

43. ** Ôóíäàìåíòàëüíîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ Ëàïëàñà â R3

Γ-ôóíêöèÿ

44. Îïðåäåëåíèå è ãîëîìîðôíîñòü Γ-ôóíêöèè â îáëàñòè Re z > 2.

45. Ôîðìóëà ñäâèãà. Ìåðîìîðôíîå ïðîäîëæåíèå Γ-ôóíêöèè íà âñþ ïëîñêîñòü.

46. Ïîëþñà è âû÷åòû Γ-ôóíêöèè.

47. Óáûâàíèå Γ-ôóíêöèè íà áåñêîíå÷íîñòè â âåðòèêàëüíûõ ïîëîñàõ.

48. Ëåììà î ðîñòå äëÿ 1-ïåðèîäè÷åñêèõ ãîëîìîðôíûõ ôóíêöèé.

49. Ôîðìóëà îòðàæåíèÿ.

50. Àêñèîìàòè÷åñêîå îïèñàíèå Γ-ôóíêöèè.
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Çàäà÷è

Çàäà÷à 1.9*. Ïóñòü ñòåïåííîé ðÿä ñõîäèòñÿ â L2[−1, 1]. Îöåíèòå ñíèçó åãî ðàäèóñ ñõîäèìîñòè.

Çàäà÷à 1.10. Äîêàæèòå, ÷òî ñëåäóþùèå ëèíåéíûå ôóíêöèîíàëû îãðàíè÷åíû â L2(R) è íàéäèòå èõ

íîðìû:

à) ϕ 7→
∫ 1
−1 ϕ(x) dx, á) ϕ 7→

∫ π
−π sinxϕ(x) dx, â) ϕ 7→

∫ 1
−1 x

nϕ(x) dx.

Çàäà÷à 1.11. (öåëèêîì) Ïðîâåðüòå îðòîãîíàëüíîñòü ñëåäóþùèõ ñèñòåì:

à) E = {einx, n ∈ Z} â L2[−π, π];
á) SC = {1, sin(nx), cos(nx), n ∈ N} â L2[−π, π];
â) S = {sin(nx), n ∈ N} â L2[0, π].
Óêàçàíèå: ïîïðîáóéòå ñâåñòè â) ê á), à á) ê à).

Çàäà÷à 2.4. (öåëèêîì) Íàéäèòå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ìíîãî÷ëåíîâ (pn(x))∞n=0, ðàâíîìåðíî ïðèáëèæà-

þùèå ñëåäóþùèå ôóíêöèè íà óêàçàííûõ îòðåçêàõ:

â) ex íà [−a, a] (a > 0); ã) lnx íà [1/2, 3/2], íà [0,1, 0,9] è íà [0,5, 2,5].

Çàäà÷à 2.6. (öåëèêîì)

à) Ðàçëîæèòå â ðÿä Òåéëîðà ôóíêöèþ f(x) = (1− x2)−1/2 è äîêàæèòå, ÷òî åãî ÷àñòíûå ñóììû ðàâíî-

ìåðíî ñõîäÿòñÿ ê f íà ëþáîì îòðåçêå |x| ≤ a < 1.
á) Òà æå çàäà÷à äëÿ F (x) = arcsinx.
Óêàçàíèå: ñâåäèòå á) ê à).

Çàäà÷à 3.1. Ðàçëîæèòå â ðÿä Ôóðüå (ïî êàêîìó áàçèñó óäîáíåå?) ôóíêöèþ sgnx íà îòðåçêå [−π, π].

Çàäà÷à 3.2. Ïîëüçóÿñü ïðåäûäóùåé çàäà÷åé, íàéäèòå ñóììó ðÿäà Ëåéáíèöà:

∞∑
n=1

(−1)n

2n− 1
.

Çàäà÷à 3.3. Äîêàæèòå, ÷òî ðÿä Ôóðüå ôóíêöèè èç L2[−π, π] ñ íóëåâûì ñðåäíèì ìîæíî ïî÷ëåííî

èíòåãðèðîâàòü: åñëè

f(x) =
∑
k 6=0

ake
ikx, g(x) =

∫ x

0
f(t) dt,

òî

g(x) =
∑
k 6=0

1

ik
ak(e

ikx − 1).

Çàäà÷à 3.5. Ðàçëîæèòå â ðÿä Ôóðüå ôóíêöèþ x íà îòðåçêå [−π, π].

Çàäà÷à 3.8. (öåëèêîì)

à) Äîêàæèòå, ÷òî åñëè êîýôôèöèåíòû Ôóðüå óáûâàþò êàê n−1−ε, ε > 0, òî ñóììà ðÿäà� íåïðåðûâíàÿ

ôóíêöèÿ.

á) Äîêàæèòå, ÷òî åñëè êîýôôèöèåíòû Ôóðüå óáûâàþò êàê n−k−ε, ε > 0, òî ñóììà ðÿäà � (k − 1) ðàç
íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìàÿ ôóíêöèÿ.

Çàäà÷à 3.11. (öåëèêîì) Âû÷èñëèòå ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå äëÿ ñëåäóþùèõ ôóíêöèé:

ã) cosx · χ(−π/2,π/2)(x); å) e−a|x|.

Çàäà÷à 3.12. à) Âû÷èñëèòå ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå äëÿ ôóíêöèè
1√
2πσ

e−x
2/2σ2

, èñïîëüçóÿ òåîðåìó

Êîøè î âû÷åòàõ.

Çàäà÷à 4.2. Âûâåäèòå ñëåäóþùèå àëãåáðàè÷åñêèå ñâîéñòâà ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå f(x)→ f̂(λ):
à) x→ i ddλ ,

d
dx → iλ,

á) g(x) = f(x− a)⇒ ĝ(λ) = e−iλaf̂(λ), g(x) = eiaxf(x)⇒ ĝ(λ) = f̂(λ− a),
â) g(x) = f(ax)⇒ ĝ(λ) = 1

|a| f̂(λa ),

ã) ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå ïåðåâîäèò (íå)÷åòíûå ôóíêöèè â (íå)÷åòíûå.
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Çàäà÷à 4.6. (öåëèêîì) Èñïîëüçóÿ èíòåãðàëû â êîìïëåêñíîé îáëàñòè è âû÷åòû, íàéäèòå ïðåîáðàçî-

âàíèÿ Ôóðüå ñëåäóþùèõ ôóíêöèé, ÿâëÿþùèõñÿ ïðåîáðàçîâàíèÿìè Ôóðüå ¾òàáëè÷íûõ¿ ôóíêöèé:

à)
1

x± ia
(Re a > 0), á)

1

x2 + a2
(a > 0).

Çàäà÷à 5.2*. (öåëèêîì) à) Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ ëþáîé ôóíêöèè f ∈ L2(R) îòîáðàæåíèå

T : R→ L2(R), T (a)(x) = f(x+ a)

íåïðåðûâíî. (Óêàçàíèå: èñïîëüçîâàòü ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå.)

á) Äîêàæèòå, ÷òî ñâåðòêà äâóõ ôóíêöèé f, g ∈ L2(R) êîððåêòíî îïðåäåëåíà è ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíîé

ôóíêöèåé.

Çàäà÷à 5.4. ã) Íàéäèòå ñâåðòêó f ∗ g è å¼ ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå äëÿ ôóíêöèé f(x) = e−x
2/2, g(x) =

e−(ax+b)
2/2.

Çàäà÷à 5.5. â) Ïóñòü f � îãðàíè÷åííàÿ íåïðåðûâíàÿ (íå îáÿçàòåëüíî ôèíèòíàÿ) ôóíêöèÿ íà R, ∆n �

ïðîèçâîëüíàÿ δ-îáðàçíàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü. Äîêàæèòå, ÷òî f ∗∆n ⇒ f íà ëþáîì îòðåçêå.

Çàäà÷à 5.9. á) Äîêàæèòå, ÷òî ïðîñòðàíñòâî áûñòðî óáûâàþùèõ ôóíêöèé

S(R) = {f ∈ C∞(R) | xnf (m)(x)→ 0 ïðè x→∞}

áåñêîíå÷íîìåðíî.

Çàäà÷à 5.10. à, á) Äîêàæèòå, ÷òî ïðîñòðàíñòâî áûñòðî óáûâàþùèõ ôóíêöèé îáðàçóåò àëãåáðó íàä R
îòíîñèòåëüíî ñòàíäàðòíûõ àðèôìåòè÷åñêèõ îïåðàöèé è çàìêíóòî îòíîñèòåëüíî äèôôåðåíöèðîâàíèÿ.

Çàäà÷à 6.5. (öåëèêîì) Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ äîñòàòî÷íî ãëàäêîé ôóíêöèè f : Rn → R âåðíî:

à) F(Dkf) = iαkF(f), á) F(Daf) = (iα)aF(f) (a�ìóëüòèíäåêñ).

Çàäà÷à 6.6. Ïðè êàêèõ çíà÷åíèÿõ α ñëåäóþùèå ôóíêöèè f ïðèíàäëåæàò L2(Rn):
à) f = (1 + r)α; á) f = rαχ{r≤1}; â) f = rα; ã) f(x, y) = (1 + |xy|)α, n = 2?

Çàäà÷à 6.9. Íàéäèòå ìíîãîìåðíîå ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå ñëåäóþùèõ ôóíêöèé:

à) f(x1, . . . , xn) = χ{|x1|,...,|xn|≤1},

á) f(x1, . . . , xn) = e−
1
2
||x||2 .

Çàäà÷à 6.10. Ïóñòü detC 6= 0. Äîêàæèòå, ÷òî F(f(Cx)) = det(C−1)F(f)(C−1)Tα).
Êàê óïðîùàåòñÿ ýòà ôîðìóëà ïðè C ∈ SO(n)?

Çàäà÷à 6.11. Íàéäèòå ìíîãîìåðíîå ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå ñëåäóþùèõ ôóíêöèé:

à) f(x, y) = e−
3x2−2xy+3y2

2 ,

á) f(x, y) = χ{|x+y|,|x−y|≤1}.

Çàäà÷à 6.19. Ïîñòðîéòå ñ ïîìîùüþ ôîðìóëû Äàëàìáåðà ðåøåíèÿ ñî ñëåäóþùèìè íà÷àëüíûìè óñëî-

âèÿìè è îïèøèòå êà÷åñòâåííî èõ ïîâåäåíèå, íàðèñîâàâ ¾ìóëüòôèëüì¿ � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ãðàôèêîâ

u(x, t) ïðè ðàçëè÷íûõ t:
â) u(x, 0) = 0, ut(x, 0) = χ[−a,a](x),
ã) u(x, 0) = max(0, 1− |x|), ut(x, 0) = 0.

Çàäà÷à 6.20. (öåëèêîì) Áóäåì ðåøàòü çàäà÷ó Êîøè äëÿ âîëíîâîãî óðàâíåíèÿ utt = uxx íà ïîëóïðÿ-
ìîé [0,+∞).
á) Çàäàäèì êðàåâîå óñëîâèå u(0, t) = 0 (êîíåö ñòðóíû íåïîäâèæíî çàêðåïë¼í). Íàéäèòå ñîîòâåòñòâóþ-

ùåå ðåøåíèå u(x, t).
â) Òîò æå âîïðîñ äëÿ êðàåâîãî óñëîâèÿ ut(0, t) = 0 (êîíåö ñòðóíû ñêîëüçèò áåç òðåíèÿ ïî âåðòèêàëüíîìó

ñòåðæíþ).
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Çàäà÷à 6.21*. (öåëèêîì) à) Íàéäèòå âñå ðåøåíèÿ âîëíîâîãî óðàâíåíèÿ íà ïðÿìîé, èìåþùèå âèä

u(x, t) = X(x)T (t) (ñòîÿ÷èå âîëíû).
á) Êàêèå èç ýòèõ ðåøåíèé óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿì u(0, t) = u(L, t) = 0? Ñðàâíèòå äâà îïèñàíèÿ

ñîîòâåòñòâóþùåãî ðåøåíèÿ� êàê ñóììû âîëí, áåãóùèõ âëåâî è âïðàâî, è êàê ñòîÿ÷åé âîëíû.

Çàäà÷à 6.25. Äîêàæèòå, ÷òî îïåðàòîð F (íîðìèðîâàííîãî) ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå íà ïðîñòðàíñòâå

L2(R) íå ìîæåò èìåòü ñîáñòâåííûõ ôóíêöèé ñ ñîáñòâåííûìè çíà÷åíèÿìè, îòëè÷íûìè îò ±1 è ±i.

Çàäà÷à 7.2. (öåëèêîì) Íàéäèòå ñîáñòâåííûå ôóíêöèè îïåðàòîðà Ëàïëàñà d2/dx2 íà îòðåçêå [0, l] ñî
ñëåäóþùèìè ãðàíè÷íûìè çíà÷åíèÿìè: à) u(0) = 0, u(l) = 0; â) u′(0) = 0, u′(l) = 0.

Çàäà÷à 7.5. Äîêàæèòå, ÷òî çàäà÷à Êîøè äëÿ óðàâíåíèÿ òåïëîïðîâîäíîñòè íà îêðóæíîñòè äëèíû 2π
ñ íà÷àëüíûì óñëîâèåì êëàññà C2 èìååò ðåøåíèå âèäà

∑
k∈Z cke

ikx−k2t, ãäå
∑

k∈Z cke
ikx � ðÿä Ôóðüå

äëÿ íà÷àëüíîãî óñëîâèÿ.

Çàäà÷à 7.7. à) Ðåøèòå çàäà÷ó Êîøè äëÿ óðàâíåíèÿ òåïëîïðîâîäíîñòè íà îêðóæíîñòè äëèíû 2π ñ

íà÷àëüíûì óñëîâèåì u(x, 0) = sin3 x.

Çàäà÷à 7.15. à) Âûðàçèòå ìîìåíòû ôóíêöèè f(x) (ò.å. âåëè÷èíû
∫
R x

nf(x) dx äëÿ öåëûõ n ≥ 0) ÷åðåç
êîýôôèöèåíòû Òåéëîðà â íóëå å¼ ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå.

á) Ïóñòü f(x)�ôèíèòíàÿ àáñîëþòíî èíòåãðèðóåìàÿ ôóíêöèÿ. Äîêàæèòå, ÷òî ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå

f̂(λ) ïðîäîëæàåòñÿ äî öåëîé ôóíêöèè (ò.å. ãîëîìîðôíîé íà âñåé êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè).

â) Ïóñòü f(x) = 0 ïðè x < 0 è |f(x)| < Ce−ax ïðè x > 0, ãäå a > 0. Äîêàæèòå, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå

ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå f̂(λ) ïðîäîëæàåòñÿ äî ôóíêöèè, àíàëèòè÷åñêîé â ïîëóïëîñêîñòè Imλ < a.

Çàäà÷à 7.16. Äîêàæèòå, ÷òî ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå ôóíêöèè f(x) c |f(x)| < Ce−a|x| ãîëîìîðôíî â

ïîëîñå | Imλ| < a.

Çàäà÷à 8.2. (öåëèêîì) Äîêàæèòå, ÷òî:

à) ñâåðòêà îñíîâíîé è íåïðåðûâíîé ôóíêöèè� áåñêîíå÷íî ãëàäêàÿ ôóíêöèÿ,

á) ñâåðòêà îñíîâíîé è ôèíèòíîé íåïðåðûâíîé ôóíêöèè� îñíîâíàÿ ôóíêöèÿ.

Çàäà÷à 8.4*. Ïîñòðîéòå îñíîâíóþ ôóíêöèþ, òîæäåñòâåííî ðàâíóþ 1 â îêðåñòíîñòè íóëÿ.

Óêàçàíèå: èñïîëüçóéòå ôóíêöèþ f(x) = χ[0,+∞)e
− 1

x2 .

Çàäà÷à 8.7. Äîêàæèòå, ÷òî ëþáàÿ äåëüòà-îáðàçíàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñõîäèòñÿ ê äåëüòà-ôóíêöèè

â D′.

Çàäà÷à 8.8*. Ïîñòðîéòå äåëüòà-îáðàçíóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü, ñîñòîÿùóþ èç îñíîâíûõ ôóíêöèé.

Çàäà÷à 8.10. Ïîñòðîéòå ïîñëåäîâàòåëüíîñòü êóñî÷íî-ïîñòîÿííûõ ôóíêöèé, êîòîðàÿ ñõîäèòñÿ â D′:
à) ê δ′, á)* ê δ′′.

Çàäà÷à 8.15. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè fn → f â L1(R), òî fn → f â D′.

Çàäà÷à 8.17*. Ïóñòü f ∈ D′, g ∈ C∞. Äîêàæèòå ôîðìóëó Ëåéáíèöà: (fg)′ = fg′ + f ′g.

Çàäà÷à 9.1. (öåëèêîì) Äîêàæèòå, ÷òî:

à) Γ(z + 1) = zΓ(z); á) Γ(n+ 1) = n! ïðè n = 0, 1, 2, . . . .

Çàäà÷à 9.2. Äîêàæèòå, ÷òî ñ ïîìîùüþ ôîðìóëû Γ(z + 1) = zΓ(z) ãàììà-ôóíêöèÿ ïðîäîëæàåòñÿ íà

âñþ êîìïëåêñíóþ ïëîñêîñòü çà èñêëþ÷åíèåì íåêîòîðîãî (êàêîãî?) äèñêðåòíîãî ìíîæåñòâà. Íàéäèòå

âû÷åòû ãàììà-ôóíêöèè â òî÷êàõ ýòîãî ìíîæåñòâà.

Çàäà÷à 9.4. Äîêàæèòå, ÷òî ãàììà-ôóíêöèÿ íèãäå íå îáðàùàåòñÿ â íîëü.

Çàäà÷à 9.5. ã) Âû÷èñëèòå ñ ïîìîùüþ ôîðìóëû îòðàæåíèÿ Γ(n+ 1
2) (n ∈ Z).

Çàäà÷à 9.6. á) Ïóñòü ôîðìóëà îòðàæåíèÿ èçâåñòíà ïðè Re z ∈ (0, 1). Äîêàæèòå å¼ ïðè îñòàëüíûõ z.
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