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Àëãîðèòìû Çàäà÷è

Ñîðòèðîâêè

Çàäà÷à A.1. Ðàññìîòðèì äâà óòâåðæäåíèÿ:

(A) Â ëþáîì êîððåêòíîì àëãîðèòìå ïîèñêà ìèíèìàëüíîãî ýëåìåíòà â ìàññèâå èç n ÷è-
ñåë, èñïîëüçóþùåì òîëüêî ïîïàðíûå ñðàâíåíèÿ, êàæäûé ðåàëèçóåìûé ïóòü îò êîðíÿ
ê ëèñòó èìååò íå ìåíåå (n− 1) ðåáðà.

(B) Äëÿ êîððåêòíîñòè àëãîðèòìà A íàõîæäåíèÿ ìèíèìóìà íåîáõîäèìî, ÷òîáû ãðàô G
P (A)
A

áûë ñâÿçåí äëÿ ëþáîãî ìàññèâà A.

(a) Äîêàæèòå èìïëèêàöèþ (B)⇒ (A).
(b) Äîêàæèòå óòâåðæäåíèå (B).

Çàäà÷à A.2. Ïåðåîïðåäåëèì âûáîð ñëó÷àéíîãî áàðüåðíîãî ýëåìåíòà ñëåäóþùèì îáðàçîì:
ñîïîñòàâèì êàæäîìó ýëåìåíòó ðàíã � öåëîå ÷èñëî x ∈ [1;n], à âûáîð áàðüåðíîãî ýëåìåíòà
áóäåì ïðîâîäèòü, âûáèðàÿ êàæäûé ðàç èç òåêóùåãî ìàññèâà ýëåìåíò ñ ìèíèìàëüíûì ðàíãîì.
Ïîêàæèòå, ÷òî ýòîò ñïîñîá ýêâèâàëåíòåí êëàññè÷åñêîìó ñïîñîáó âûáîðà áàðüåðíîãî ýëåìåíòà
íà êàæäîì øàãå.

Çàäà÷à A.3. (a) Ïîêàæèòå, ÷òî ëþáîå ðàçðåøàþùåå äåðåâî ïîèñêà ìåäèàíû ïîçâîëÿåò
òàêæå âîññòàíîâèòü èíäåêñû âñåõ ýëåìåíòîâ, áîëüøèõ ìåäèàíû, è âñåõ ýëåìåíòîâ, ìåíü-
øèõ ìåäèàíû.

(b) Ïîêàæèòå, ÷òî ëþáîå ðàçðåøàþùåå äåðåâî äëÿ ìåäèàíû ñîäåðæèò ïóòü îò êîðíÿ ê
ëèñòó äëèíû 3n

2
−O(log n).

Çàäà÷à A.4 (∗). Äàí ìàññèâ ÷èñåë a[1..n]. Ïîñòðîéòå àëãîðèòì, èñïîëüçóþùèé O(log n) äî-
ïîëíèòåëüíûõ áèòîâ, ñîâåðøàþùèé íå áîëåå äâóõ îäíîñòîðîííèõ ïðîõîäîâ ïî ìàññèâó è íà-
õîäÿùèé ýëåìåíò, âñòðå÷àþùèéñÿ áîëåå n

2
ðàç [åñëè òàêîé åñòü].

Çàäà÷à A.5. Â ìàññèâå a[1..N ] çàïèñàíî N öåëûõ ÷èñåë. Âñå âòðå÷àþòñÿ ïî 2 ðàçà, êðîìå
îäíîãî, êîòîðîå âñòðå÷àåòñÿ 3 ðàçà. Òðåáóåòñÿ íàéòè ÷èñëî, âñòðå÷àþùååñÿ 3 ðàçà. Âðåìÿ
ðàáîòû äîëæíî áûòü O(N log max(i, a[i])), à ïàìÿòü � O(log max(i, a[i])).

Çàäà÷à A.6. Íóæíî îòñîðòèðîâàòü ìàññèâ n ÷èñåë, ðàçìåð êîòîðîãî ïðåâûøàåò ðàçìåð îïå-
ðàòèâíîé ïàìÿòè êîìïüþòåðà â k ðàç. Ïðåäëîæèòå êàê ìîæíî áîëåå áûñòðóþ ïðîöåäóðó è
îöåíèòå åå òðóäîåìêîñòü.

Çàäà÷à A.7. Ïîêàæèòå, ÷òî çàäà÷à ñîðòèðîâêè ìàññèâà èç N ÷èñåë ìîæåò áûòü ñâåäåíà çà
ëèíåéíîå âðåìÿ ê çàäà÷å ïîñòðîåíèÿ âûïóêëîé îáîëî÷êè íåêîòîðîãî ìíîæåñòâà íà ïëîñêîñòè.

Çàäà÷à A.8. Äàíû n ãîðèçîíòàëüíûõ îòðåçêîâ, ëåæàùèõ íà îñè Ox è çàäàííûõ ìàññèâîì
êîîðäèíàò ñâîèõ êîíöîâ [ai, bi]. Îòðåçêè ìîæíî ñäâèãàòü âïðàâî è âëåâî âäîëü îñè Ox. Íåîá-
õîäèìî ñ ïîìîùüþ ñäâèãîâ ñäåëàòü òàê, ÷òîáû ïåðåñå÷åíèå âñåõ îòðåçêîâ ñòàëî íåïóñòûì.
Ïðåäëîæèòå O(n log n) àëãîðèòì, êîòîðûé íàõîäèò òðåáóåìûé íàáîð ñäâèãîâ ìèíèìàëüíîé
ñóììàðíîé äëèíû. Ñ÷èòàéòå, ÷òî âñå àðèôìåòè÷åñêèå îïåðàöèè ñ êîîðäèíàòàìè âûïîëíÿþò-
ñÿ çà O(1).
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Çàäà÷è Àëãîðèòìû

Àëãåáðà è òåîðèÿ ÷èñåë

Çàäà÷à B.1. Ðàññìîòðèì àíàëîã àëãîðèòìà Êàðàöóáû, â êîòîðîì ÷èñëî äåëèòñÿ íà òðè
¾ðàâíûå¿ ÷àñòè: ïåðåìíîæàÿ a è b, ìû âûáèðàåì áàçó x òàê, ÷òîáû a = a2x

2 + a1x + a0,
b = b2x

2 + b1x + b0, îñòàëüíûå îïåðàöèè ïðîäåëûâàþòñÿ òàêæå, êàê â Êàðàöóáå. Ïîñòðîéòå
äåòàëüíî ýòîò àëãîðèòì è îöåíèòå åãî ñëîæíîñòü.

Çàäà÷à B.2. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (Xn)n∈N çàäàíà ïåðâûìè ÷ëåíàìè X0, . . . Xk−1 è ëèíåéíûì
ðåêêóðåíòíûì ñîîòíîøåíèåì Xn = a1Xn−1 + . . .+akXn−k. Ïîñòðîéòå àëãîðèòì, âû÷èñëÿþùèé
Xn çà O(k2 log n) àðèôìåòè÷åñêèõ îïåðàöèé.

Çàäà÷à B.3. Ïóñòü p � ïðîñòîå ÷èñëî, α ∈ Z/pZ, à n > p. Ïîêàæèòå, ÷òî αn ìîæíî âû÷èñëèòü
íåêîòîðûì àëãîðèòìîì, èìåþùèì ñëîæíîñòü O(log n log p+ log3 p).

Çàäà÷à B.4. (a) Ïîëîæèì, ÷òî íàì íàäî ïîñ÷èòàòü αm äëÿ ôèêñèðîâàííîãî α ∈ Z/nZ è
ðàçëè÷íûõ m íå áîëüøå äëèíû `. Ïîêàæèòå, ÷òî äëÿ ëþáîãî ïîëîæèòåëüíîãî öåëîãî
k ìû ìîæåì ñäåëàòü íå áîëåå k âîçâåäåíèé â êâàäðàò è 2` äîïîëíèòåëüíûõ óìíîæå-
íèé â Z/nZ òàê, ÷òî ïîñëå ýòîãî ìîæíî ïîñ÷èòàòü αm, èñïîëüçóÿ íå áîëåå `/k + O(1)
âîçâåäåíèé â êâàäðàò è `/k +O(1) óìíîæåíèé.

(b) Äàíû α ∈ Z/nZ, m1, . . . ,mr, ãäå mi > 1. Ïîëîæèì m =
∏

imi. Ïîêàæèòå, ÷òî(
α

m
m1 , . . . α

m
mr

)
ìîæíî âû÷èñëèòü àëãîðèòìîì, èìåþùèì ñëîæíîñòü O(log r logm). Ïîêàæèòå, ÷òî åñëè
r = O(log logm), òî ìîæíî ïîíèçèòü ñëîæíîñòü äî O(logm).

Çàäà÷à B.5. Ïóñòü A : Qn → Qm � ëèíåéíûé îïåðàòîð, çàäàííûé ìàòðèöåé. Ïðåäúÿâèòå
ïîëèíîìèàëüíûå àëãîðèòìû äëÿ íàõîæäåíèÿ KerA è ImA.

Çàäà÷à B.6. Ïóñòü A ∈ Matn(R) � ìàòðèöà íàä íåêîòîðûì êîëüöîì ãëàâíûõ èäåàëîâ (íà-
ïðèìåð, Z). Ïîñòðîéòå ïîëèíîìèàëüíûé àëãîðèòì, âû÷èñëÿþùèé íîðìàëüíóþ ôîðìà Ñìèòà
äëÿ A.

Çàäà÷à B.7. Ïðåäúÿâèòå ïîëèíîìèàëüíûå àëãîðèòìû, ðàçðåøàþùèå ñëåäóþùèå çàäà÷è

(a) íàõîæäåíèå âû÷åòà, óäîâëåòâîðÿþùåãî ÊÒÎ, òî åñòü íàõîæäåíèÿ åäèíñòâåííîãî x èç
ïðîìåæóòêà [0; p1p2 . . . pk), óäîâëåòâîðÿþùåãî ñèñòåìå ñðàâíåíèé ïî ðàçëè÷íûì ïðî-
ñòûì ìîäóëÿì pi, i = 1, . . . , k

x = a1 mod p1, . . . , x = ak mod pk

(b) ïðîâåðêè ñîâìåñòíîñòè ñèñòåìû ñðàâíåíèé

x = a1 mod p1, . . . , x = ak mod pk

ãäå ìîäóëè mi � ïðîèçâîëüíûå íàòóðàëüíûå ÷èñëà;
(c) ðåøåíèÿ ñèñòåìû ëèíåéíûõ äèîôàíòîâûõ óðàâíåíèé

∑m
j=1 aijxj = bi, aij, xj, bi ∈ Z, i =

1, . . . , n, j = 1, . . . ,m
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Àëãîðèòìû Çàäà÷è

Çàäà÷à B.8. Ïîñòðîéòå àëãîðèòì, èìåþùèé ñëîæíîñòü O(mn(m+ n) log2 `) è âû÷èñëÿþùèé
ïî äàííîé ìàòðèöå A ∈ Matm×n(Z/`Z) ìàòðèöû X ∈ Matm×m(Z/`Z) è B ∈ Matn×n(Z/`Z)
òàêèå, ÷òî X îáðàòèìà, à B � ñòóïåí÷àòàÿ âåðõíåòðåóãîëüíàÿ.

Çàäà÷à B.9. Ðàññìîòðèì ¾âàðèàíò¿ áûñòðîãî ÁÏÔ-óìíîæåíèÿ: ïî âõîäíûì ìíîãî÷ëåíàì f
è g ñòåïåíåé deg g 6 deg f = n âû÷èñëÿþòñÿ çíà÷åíèÿ â êîðíÿõ n + 1 ñòåïåíè èç åäèíèöû,
çàòåì ñîîòâåòñòâóþùèå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ïîòî÷å÷íî ïåðåìíîæàþòñÿ è ê ïîëó÷åííîé ïîñëå-
äîâàòåëüíîñòè ïðèìåíÿåòñÿ îáðàòíîå ÄÏÔ. Ïîêàæèòå, ÷òî ðåçóëüòèðóþùèé ìíîãî÷ëåí ðàâåí
fg mod xn − 1.

Çàäà÷à B.10. Äàíû äâà ìíîãî÷ëåíà f(x) è g(x) ñòåïåíè, ïðè÷åì deg f < deg g = n.

(a) Ïîñòðîéòå àëãîðèòì, êîòîðûé çà o(n2) âû÷èñëÿåò f−1 mod xn

(b) Ïîëüçóÿñü ïðåäûäóùèì ïóíêòîì, ïîñòðîéòå àëãîðèòì Åâêëèäà äëÿ ìíîãî÷ëåíîâ, ñëîæ-
íîñòü êîòîðîãî åñòü o(n2 log n).

Çàäà÷à B.11. Ïóñòü A � ïîäìíîæåñòâî öåëûõ ÷èñåë â îòðåçêå [1,m]. Ïîêàæèòå, êàê çà O(m2)
íàéòè

(a) A+ A, ìèíêîâñêóþ ñóììó ìíîæåñòâà ñ ñàìèì ñîáîé;
(b) ÷èñëî àðèôìåòè÷åñêèõ ïðîãðåññèé äëèíû 3

Çàäà÷à B.12. Ïóñòü Σ = {1, . . . N} � íåêîòîðîå êîíå÷íîå ìíîæåñòâî; áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî 0
êîäèðóåò ¾äæîêåð¿, òî åñòü ìåòàñèìâîë, íà ìåñòå êîòîðîãî ìîæåò áûòü ëþáàÿ áóêâà. Ðàñ-
ñìîòðèì çàäà÷ó ïîèñêà ïîäñëîâà: äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé a = a0, . . . an è b = b0, . . . bm, ãäå
ai, bj ∈ Σ ∪ {0}, îïðåäåëèòü, ÿâëÿåòñÿ ëè b ïîäñëîâîì a. Ïðè ýòîì 0 ìîæåò ¾ñîâïàäàòü¿ ñ
ëþáîé áóêâîé. Íàïðèìåð, 102 ÿâëÿåòñÿ ïîäñëîâîì 22112, à 222 � íå ÿâëÿåòñÿ.

(a) Ïîñòðîéòå àëãîðèòì äëÿ ïîèñêà ïîäñòðîê â òåêñòå, èìåþùèé ñëîæíîñòü O(n log n).
(b) Ïîêàæèòå, êàê ïîíèçèòü òðóäîåìêîñòü ïîñòðîåííîãî àëãîðèòìà äî O(n logm).

Çàäà÷à B.13. Îïðåäåëèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ìàòðèö Àäàìàðà H ñëåäóþùèì îáðàçîì:

H0 =
[
1
]
, Hn =

[
Hn−1 Hn−1
Hn−1 −Hn−1

]
Ïîêàæèòå, ÷òî åñëè v � ñòîëáåö ðàçìåðà 2k, òî Hkv ìîæåò áûòü âû÷èñëåíî çà O(n log n)
àðèôìåòè÷åñêèõ îïåðàöèé.

Çàäà÷à B.14. Ïóñòü Σ � êîíå÷íûé àëôàâèò; áóäåì íàçûâàòü êîäîì äëèíû n ïîäìíîæåñòâî Σn

[âñåõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé äëèíû n èç ýëåìåíòîâ Σ]. Ýëåìåíòû êîäà áóäåì íàçûâàòü êîäîâûìè
ñëîâàìè.
Ìû ðàññìàòðèâàåì Σn êàê ïðîñòðàíñòâî ñ ìåòðèêîé Õýììèíãà. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî Σ = Fq,

à êîäîâîìó ñëîâó a0, . . . , an−1 ñîîòâåñòâóåò íåêîòîðûé (a0, . . . , an−1) ∈ Fnq . Íàçîâåì êîä C =
[n, k, d]q ëèíåéíûì, åñëè C ⊂ Fnq � ëèíåéíîå ïîäïðîñòðàíñòâî, à ðàññòîÿíèå ìåæäó ëþáûìè
äâóìÿ êîäîâûìè ñëîâàìè íå ìåíüøå d.
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Çàäà÷è Àëãîðèòìû

(a) Ïîñòðîéòå àëãîðèòì, ïðîâåðÿþùèé ïî äàííîìó ñëîâó x ∈ Fnq è ëèíåéíîìó êîäó C
[ñ÷èòàåì, ÷òî èçâåñòåí áàçèñ C] èñòèííîñòü x ∈ C.

(b) Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî êîä C öèêëè÷åñêèé, åñëè

(a0, . . . , an−1) ∈ C ⇒ (an−1, a0, . . . , an−2)

Ïîêàæèòå, ÷òî C ñîîòâåòñòâóåò ãëàâíûé èäåàë (g(x)) êîëüöà Fq[x]/(xn−1) è íàîîáîðîò.
Ìíîãî÷ëåí g(x) íàçûâàåòñÿ ïîðîæäàþùèì êîäà C.

(c) Ïóñòü ξ � ïðèìèòèâíûé êîðåíü Fq[x]/(xn− 1), à g � ìèíèìàëüíûé ìíîãî÷ëåí, çàíóëÿ-
þùèéñÿ âî âñåõ ýëåìåíòàõ ìíîæåñòâà {ξ, . . . ξd} äëÿ íåêîòîðîãî d < φ(n). Öèêëè÷åñêèé
êîä, ïîðîæäåííûé g, áóäåì íàçûâàòü Á×Õ-êîäîì. Ïîêàæèòå, ÷òî ðàññòîÿíèå ìåæäó
ëþáûìè êîäîâûìè ñëîâàìè Á×Õ íå ìåíüøå d.

Çàäà÷à B.15. Ðàññìîòðèì ñëåäóþùèé àëãîðèòì.

function Cyclotomic(n ∈ N, p1, . . . pr � ïðîñòûå äåëèòåëè n)
f0 ← x− 1
for i ∈ [1; r] do

fi ← fi−1

(
xpi)fi−1(x)

end for
fr(x

n
p1...pr )

end function

Ïîêàæèòå, ÷òî ýòîò àëãîðèòì êîððåêòíî âû÷èñëÿåò öèêëîòîìè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí, è îöåíèòå
åãî ñëîæíîñòü.

Çàäà÷à B.16 (∗∗). Ðàññìîòðèì ãåíåðàòîð ïñåâäîñëó÷àéíûõ ÷èñåë âèäà

Xn =
n∑
j=1

αjφj(X0, . . . Xn−1) mod m

Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ó íàñ åñòü ýôôåêòèâíûé ñïîñîá ïðåäñêàçàíèÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, åñ-
ëè ïðè èçâåñòíûõ è ïîëèíîìèàëüíî âû÷èñëèìûõ φj, èçâåñòíûõ X0, . . . Xn−1 è íåèçâåñòíûõ
êîýôôèöèåíòàõ αj è m ìû ìîæåì âû÷èñëèòü çà ïîëèíîìèàëüíîå ïî logm è k âðåìÿ Xn, ñî-
âåðøèâ íå áîëåå poly(logm, k) [íå çàâèñÿùåå îò n] îøèáîê [íåâåðíûõ ïðåäñêàçàíèé ýëåìåíòà
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè]. [Ñ÷èòàåì, ÷òî ïîñëå ñîâåðøåíèÿ îøèáêè àëãîðèòì ïîëó÷àåò ïðàâèëüíîå
çíà÷åíèå è ñîîòâåòñòâóþùèì îáðàçîì ìåíÿåò çíà÷åíèÿ αi èëè m.]
Îïðåäåëèì

Vi = (φ1(X0, . . . xi−1), . . . φk(X0, . . . xi−1))

(a) Ïóñòü L = (l1, l2, . . . , lr) � âîçðàñòàþùàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íàòóðàëüíûõ ÷èñåë, à
ls > lr. Ïîëîæèì, ÷òî ñóùåñòâóþò êîíñòàíòû c1, c2, . . . , cr ∈ Q òàêèå, ÷òî

∑r
i=1 ciVli =
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Vls . Ïîëîæèì òàêæå, ÷òî ci = ei/fi, ãäå ei, fi ∈ Z, à d = (̊f1, . . . fr). Òîãäà

m|d

(
X −

r∑
i=1

ciXli

)
.

Ïîêàæèòå, êàê ìîæíî îïðåäåëèòü m, ñîâåðøèâ íå áîëåå ïîëèíîìèàëüíîãî ÷èñëà îøè-
áî÷íûõ ïðåäñêàçàíèé Xn.

(b) (*) Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ìíîæåñòâî ôóíêöèé {φj(X0, . . . Xn−1)} îáëàäàåò ñâîéñòâîì
åäèíñòâåííîé ýêñòðàïîëÿöèè äëèíû r, åñëè äëÿ ëþáîãî ìîäóëÿm ïî äàííûì {y0, . . . yk−1}
è èñòèííîñòè ñîîòíîøåíèÿ yn =

n∑
j=1

αjφj(y0, . . . yn−1) mod m äëÿ n ∈ [0; r−1] îäíîçíà÷-

íî âîññòàíàâëèâàåòñÿ âñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (yn)n∈N.
Ïîêàæèòå, ÷òî ñóùåñòâóåò ýôôåêòèâíûé ñïîñîá ïðåäñêàçàíèÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè,

ìíîæåñòâî ôóíêöèé ãåíåðàòîðà êîòîðîå óäîâëåòâîðÿåò ñâîéñòâó ýôôåêòèâíûé ñïîñîá
ïðåäñêàçàíèÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè [äëÿ íåêîòîðîé äëèíû]. Îöåíèòå ìàêñèìàëüíî âîç-
ìîæíîå ÷èñëî íåâåðíûõ ïðåäñêàçàíèé.

Çàäà÷à B.17. Äîïóñòèì, ÷òî íàì íå äàíî ðàçëîæåíèå p−1 íà ïðîñòûå ìíîæèòåëè, íî èçâåñòåí
ïðîñòîé äåëèòåëü q ÷èñëà p− 1. Ïîñòðîéòå ýôôåêòèâíûé àëãîðèòì äëÿ íàõîæäåíèÿ ýëåìåíòà
(Z/pZ)× ïîðÿäêà q.

Çàäà÷à B.18. Íàì äàíû ïðîñòîå ÷èñëî p è ðàçëîæåíèå íà ïðîñòûå p− 1 =
∏r

i=1 q
ei
i .

(a) Äîïóñòèì, ÷òî íàì òàêæå èçâåñòåí α ∈ (Z/pZ)×. Ïîñòðîéòå àëãîðèòì, íàõîäÿùèé ïî-
ðÿäîê ýëåìåíòà α â (BZ/pZ)× çà O(r log3 p).

(b) Ïîñòðîéòå àëãîðèòì, ðåøàþùèé òó æå çàäà÷ó çà O(log r log3 p).
(c) Ïîñòðîéòå ðàíäîìèçèðîâàííûé àëãîðèòì, íàõîäÿùèé ïîðîæäàþùèé ãðóïïû (Z/pZ)×

çà ñðåäíåå âðåìÿ O(log r log3 p).

Çàäà÷à B.19. Ïóñòü p� ïðîñòîå ÷èñëî, q|p−1 � òàêæå ïðîñòîå, γ ∈ (Z/pZ)× � ïîðîæäàþùèé
íåêîòîðîé ïîäãðóïïû G ïîðÿäêà q, α ∈ G. Îïðåäåëèì ïðåäñòàâëåíèå δ îòíîñèòåëüíî γ è α
äëÿ δ ∈ G êàê ïàðó öåëûõ ÷èñåë (r, s), ãäå 0 6 r < q è 0 6 s < q è γrαs = δ. îêàæèòå, ÷òî
ñóùåñòâóåò ýôôåêòèâíûé àëãîðèòì, êîòîðûé

(a) ïî ïðåäñòàâëåíèþ 1 îòíîñèòåëüíî γ è α âèäà (r, s) äëÿ íåêîòîðîãî s 6= 0 âû÷èñëÿåò
logγ α.

(b) ïî äàííîìó δ è äâóì åãî ðàçëè÷íûì ïðåäñòàâëåíèÿì îòíîñèòåëüíî γ è α âû÷èñëÿåò
logγ α.

(c) ïðè íàëè÷èè ¾îðàêóëà¿, íàõîäÿùåãî äëÿ äàííîãî åìó δ ïðåäñòàâëåíèå δ îòíîñèòåëüíî
γ è α, âû÷èñëÿåò logγ α.

Çàäà÷à B.20. Ïóñòü ñóùåñòâóåò ýôôåêòèâíûé àëãîðèòì, íàõîäÿùèé ïî äàííîìó n è α ∈
(Z/nZ)× ïîðÿäîê α. Ïîñòðîéòå ïî íåìó ýôôåêòèâíûé àëãîðèòì ôàêòîðèçàöèè n.
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Çàäà÷à B.21. Äîêàæèòå, ÷òî íà ìíîãî÷ëåíå ñòåïåíè n àëãîðèòìDistinct-Degree-Factorization
ñîâåðøàåò O(n3 log p) àðèôìåòè÷åñêèõ îïåðàöèé â Fp.

Çàäà÷à B.22. Ïîñòðîéòå ïîëèíîìèàëüíûé àëãîðèòì, êîòîðûé ïî äàííîìó íà âõîä öåëîìó
÷èñëó N è íîðìèðîâàííîìó ìíîãî÷ëåíó f ∈ Z[x] ñòåïåíè d îïðåäåëèò,

(a) èìååò ëè f êîðåíü â Z/NZ;
(b) åñëè f èìååò êîðåíü â Z/NZ, íàéòè ýòîò êîðåíü.

Çàäà÷à B.23 (∗). Ïóñòü ðåøåòêà â Rn çàäàíà áàçèñîì {b1, . . . bn}. Êðàò÷àéøèì âåêòîðîì
ðåøåòêè áóäåì íàçûâàòü âåêòîð ðåøåòêè, èìåþùèé ìèíèìàëüíóþ åâêëèäîâó íîðìó.
Ðàññìîòðèì ñëåäóþùèé àëãîðèòì.

1: Ïîñòðîèòü {b?1, . . . b?n} ïî {b1, . . . bn} îðòîãîíàëèçàèöåé Ãðàìà-Øìèäòà
2: for i ∈ [2;n] do
3: for j ∈ [i− 1; 1] do

4: bi = bi − αijbj, ãäå αij = d 〈bi,b
?
j 〉

||b?j ||2
c

5: end for
6: end for
7: Åñëè äëÿ íåêîòîðîãî i

3

4
||b?i ||2 > ||b?i+1 +

〈bi+1, b
?
i 〉

||b?i ||2
b?i ||2,

òî ïîìåíÿòü bi è bi+1 ìåñòàìè è âåðíóòüñÿ ê øàãó 1.
8: return b1, b2, · · · , bn.
Ïîêàæèòå, ÷òî ýòîò àëãîðèòì êîððåêòíî âû÷èñëÿåò êðàò÷àéøèé âåêòîð çà ïîëèíîìèàëüíîå
âðåìÿ.

Çàäà÷à B.24. Ïóñòü f(x) è g(x) � äâà íåïðèâîäèìûõ ìíîãî÷ëåíà íàä Fq ñòåïåíè d. Ïîñòðîéòå
ýôôåêòèâíûé àëãîðèòì, ÿâíî ñòðîÿùèé èçîìîðôèçì Fq[x]/f(x) è Fq[X]/g(X).

Çàäà÷à B.25. Ïóñòü F � êîíå÷íîå ïîëå õàðàêòåðèñòèêè p, à f = f1 . . . fr, ãäå fi � ðàçëè÷íûå
íåïðèâîäèìûå ìíîãî÷ëåíû â F[x] ñî ñòàðøèì êîýôôèöèåíòîì 1. Ïîëîæèì r > 1. Äëÿ íåêî-
òîðîãî ïðîìåæóòî÷íîãî ïîëÿ F′ [òî åñòü Z/pZ ⊂ F′ ⊂ F] áóäåì íàçûâàòü S = {λ1, . . . λs} [ãäå
λu ∈ F[x], deg(λu) < deg(f)] ðàçäåëÿþùèì ìíîæåñòâîì f íàä F′, åñëè

• äëÿ i ∈ [1; r] è u ∈ [1; s] ñóùåñòâóåò cui ∈ F′ òàêîå, ÷òî cui = λu mod fi
• äëÿ êàæäîé ïàðû i, j, 1 6 i < j 6 r ñóùåñòâóåò u ∈ [1; s] òàêîå, ÷òî cui 6= cuj

Ïîêàæèòå, ÷òî åñëè S ðàçäåëÿþùåå ìíîæåñòâî äëÿ f íàä Z/pZ, òî ñëåäóþùèé àëãîðèòì
ôàêòîðèçóåò f , ñîâåðøàÿ O(p|S| deg(f)2) îïåðàöèé.

1: H ← {f}
2: for λ ∈ S do
3: for a ∈ Z/pZ do
4: H ′ ← ∅
5: for h ∈ H do
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6: d← gcd(λ− a, h)
7: if d ∈ {1, h} then
8: H ′ ← H ′ ∪ {h}
9: else

10: H ′ ← H ′ ∪ {d, h
d
}

11: end if
12: end for
13: end for
14: end for
15: return H

Çàäà÷à B.26. Ïóñòü p � ïðîñòîå, c � ïîëîæèòåëüíîå öåëîå, à f � ìíîãî÷ëåí. Ïîëîæèì, ÷òî
ó íàñ åñòü ðåøåíèå x, êîòîðîå óäîâëåòâîðÿåò

f(x) = 0 mod pc , f ′(x) 6= 0 mod p

Ïîêàæèòå, ÷òî x ìîæíî ïîäíÿòü äî ðåøåíèÿ x× òàêîãî, ÷òî

f(x×) = 0 mod p2c , x× = x mod pc

Çàäà÷à B.27. Ïóñòü êîëüöî R ôàêòîðèàëüíî, à a ⊂ R � èäåàë. Ïîëîæèì, ÷òî ó íàñ åñòü
ðàçëîæåíèå f = gh mod a òàêîå, ÷òî s, t ∈ R ¾âçàèìíîïðîñòû¿ ïî ìîäóëþ a, òî åñòü sg+th = 1
mod a. Òîãäà ìû ìîæåì ïîñòðîèòü g×, h×, s×, t× òàêèå, ÷òî

g× = g mod a

h× = h mod a

f = g×h× mod a2

s×g× + t×h× = 1 mod a2

Áîëåå òîãî, äëÿ ëþáûõ g′, h′, óäîâëåòâîðÿþùèõ ñâîéñòâàì âûøå, ñóùåñòâóåò åäèñíòâåííûé
u ∈ a òàêîé, ÷òî

g′ = g×(1 + u) mod a2

h′ = h×(1− u) mod a2

Íîðìàëüíîå çàìûêàíèå ïîäãðóïïû H â G � íàèìåíüøàÿ íîðìàëüíàÿ ïîäãðóïïà â G, ñî-
äåðæàùàÿ H. Îáîçíà÷èì íîðìàëüíîå çàìûêàíèå H â G êàê

〈
HG
〉
:

H 6
〈
HG
〉
�G

Íîðìàëèçàòîð H, îáîçíà÷àåìûé NG(H), ÿâëÿåòñÿ ñàìîé áîëüøîé ïîäãðóïïîé G, â êîòîðîì
H íîðìàëüíî.

H �NG(H) 6 G

Ïîäãðóïïà H â G íàçûâàåòñÿ ñóáíîðìàëüíîé â G, åñëè ñóùåñòâóåò áàøíÿ ïîäãðóïï, ñêîâàííàÿ
íîðìàëüíîñòüþ (ò. å.)

H = Gr �Gr−1 � · · ·�G0 = G
8



Çàäà÷è Àëãîðèòìû

Ýòî îáîçíà÷àåòñÿ êàê H ��G.

Çàäà÷à B.28. Ïîêàæèòå, ÷òî H ��G òèòòê H ��
〈
HG
〉
. Âûâåäèòå îòñþäà, ÷òî àëãîðèòì

1: K1 = G;K2 = H
2: while

〈
KK1

2

〉
6= K2 do

3: if
〈
KK1

2

〉
= K1 then

4: return false
5: else
6: K1 =

〈
KK1

2

〉
7: end if
8: end while
9: output true

ðàçðåøàåò ïîëèíîìèàëüíî çàäà÷ó subnormal: äëÿ çàäàííûõ ãðóïï H =
〈
B
〉
è G =

〈
A
〉

ïðîâåðèòü, åñëè H ��G.

Çàäà÷à B.29. Ïóñòü H =
〈
B
〉
è G =

〈
A
〉
� ïîäãðóïïû Symn. Ïîêàæèòå, ÷òî åñëè H �

�
〈
G,H

〉
, òî ñóùåñòâóåò ïîëèíîìèàëüíûé àëãîðèòì, âû÷èñëÿþùèé ìàëîå ìíîæåñòâî ïîðîæ-

äàþùèõ äëÿ G ∩H. Îöåíèòå ïîðÿäîê ïîëó÷åííîãî ìíîæåñòâà ïîðîæäàþùèõ.

Çàäà÷à B.30. Ðàññìîòðèì çàäà÷ó Ðàçðåøèìîñòü: äëÿ äàííîé ãðóïïû G =
〈
A
〉
óñòàíîâèòü

åå ðàçðåøèìîñòü. Ïîñòðîéòå ïîëèíîìèàëüíûé àëãîðèòì, ðàçðåøàþùèé Ðàçðåøèìîñòü.

Çàäà÷à B.31. Ïîñòðîéòå ïîëèíîìèàëüíûå àëãîðèòìû, ðàçðåøàþùèå ñëåäóþùèå çàäà÷è:

(a) Ïîäãðóïïà: äàíû ïîäãðóïïû H =
〈
B
〉
è G =

〈
A
〉
ãðóïïû Symn. Ïðîâåðèòü, âåðíî

ëò H 6 G.
(b) Íîðìàëüíîñòü: äàíû ïîäãðóïïû H =

〈
B
〉
è G =

〈
A
〉
ãðóïïû Symn. Ïðîâåðüòå,

ÿâëÿåòñÿ ëè H íîðìàëüíîé ïîäãðóïïîé â G.
(c) Íîðìàëüíîå çàìûêàíèå: äàíû ïîäãðóïïûH =

〈
B
〉
è G =

〈
A
〉
ãðóïïû Symn, íàéòè〈

HG
〉
.

Çàäà÷à B.32 (∗). (a) Ïîêàæèòå, ÷òî åñëè (i, j) ∈ E, òî óñëîâèå êîððåêòíîñòè ðàñêðàñêè
èìååò âèä

(1) xk−1i + xk−2i xj + . . .+ xk−1j = 0

(b) Òåïåðü ðàññìîòðèì èäåàë

(2) IG,k = Ik +
〈
xk−1i + xk−2i xj + . . .+ xk−1j = 0, (i, j) ∈ E

〉
Ïîêàæèòå, ÷òî IG,k ðàäèêàëåí è ìîùíîñòü ìíîæåñòâà íóëåé åñòü ÷èñëî êîððåêòíûõ
ðàñêðàñîê.
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Ãðàôû è àëãîðèòìû

Çàäà÷à C.1. (1) Ïîêàæèòå, ÷òî ïðè ïîèñêå â ãëóáèíó â íåîðèåíòèðîâàííîì ãðàôå ëþáîå
ðåáðî ÿâëÿåòñÿ ëèáî ðåáðîì äåðåâà, ëèáî îáðàòíûì ðåáðîì.

(2) Ïîñòðîéòå àëãîðèòì, êîòîðûé äëÿ çàäàííîãî íåîðèåíòèðîâàííîãî ãðàôà G îïðåäåëÿåò,
åñòü â íåì ïðîñòîé öèêë, çà O

(
|V |
)
îïåðàöèé.

Çàäà÷à C.2. Äîêàæèòå èëè îïðîâåðãíèòå, ÷òî ñëåäóþùåå óñëîâèå äàåò êðèòåðèé, êîãäà îñòîâ-
íîå äåðåâî F ⊆ G ÿâëÿåòñÿ ðåçóëüòàòîì ðàáîòû íåêîòîðîãî ïîèñêà â øèðèíó ñâÿçíîãî íåîðè-
åíòèðîâàííîãî ãðàôà G:

Îñòîâíîå äåðåâî T ⊆ G ÿâëÿåòñÿ äåðåâîì íåêîòîðîãî ïîèñêà â øèðèíó ñâÿçíîãî
íåîðèåíòèðîâàííîãî ãðàôà G òèòòê â íåì ìîæíî âûáðàòü îäíó èç âåðøèí s çà
êîðåíü òàê, ÷òîáû T áûëî äåðåâîì êðàò÷àéøèõ ïóòåé èç s â ãðàôå G. Èíûìè
ñëîâàìè, ïóòü ïî äåðåâó èç s â ïðîèçâîëüíóþ âåðøèíó t ñîäåðæèò íå áîëüøå
ðåáåð, ÷åì êðàò÷àéøèé ïóòü ìåæäó s è t â G.

Åñëè â íàñòîÿùåì âèäå êðèòåðèé íåâåðåí, òî ìîäèôèöèðóéòå åãî äî êîððåêòíîãî.

Çàäà÷à C.3. Ïîñòðîéòå ëèíåéíûé ïî âõîäó àëãîðèòì, êîòîðûé, èìåÿ íà âõîäå ãðàô G è
íåêîòîðîå åãî îñòîâíîå äåðåâî T , îïðåäåëÿåò, ÿâëÿåòñÿ ëè T íåêîòîðûì BFS-äåðåâîì G.

Çàäà÷à C.4. Íèæå íà êàðòèíêå ñëåâà äàí ãðàô G.

Êàêèå èç ñëåäóþùèõ óòâåðæäåíèé âåðíû?

(A) Õîòÿ áû òðè ðåáðà G � ìîñòû.
(B) Â ëþáîì DFS-äåðåâå ãðàôà G åñòü õîòÿ áû îäíà âåðøèíà ñòåïåíè íå ìåíåå 2.
(C) Â G ëþáûå äâå âåðøèíû ìîãóò áûòü ñîåäèíåíû ïóòåì, ñîñòîÿùèì èç íå áîëåå 7 ðåáåð.
(D) Ïîäãðàô G′ ⊂ G, äàííûé íà ïðàâîé êàðòèíêå, ÿâëÿåòñÿ íåêîòîðûì BFS-äåðåâîì.

Çàäà÷à C.5. Ïîñòðîéòå àëãîðèòì, èìåþùèé ñëîæíîñòü O(|V ||E|) è íàõîäÿùèé â ãðàôå G =
(V,E)

(a) õîòÿ áû îäèí öèêë;
(b) êðàò÷àéøèé öèêë.
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Çàäà÷à C.6. Äàí [íåîðèåíòèðîâàííûé] ãðàô G = (V,E). Ïîñòðîéòå àëãîðèòì, èìåþùèé
ñëîæíîñòü O(V + E) è ïðîâåðÿþùèé äâóäîëüíîñòü ãðàôà.

Çàäà÷à C.7. Ïîñòðîéòå àëãîðèòì, èìåþùèé ñëîæíîñòü O(|V ||E|) è íàõîäÿùèé ìíîæåñòâî
êðàò÷àéøèõ ïóòåé pij â ãðàôå G = (V,E) äëÿ êàæäîé ïàðû âåðøèí (i, j).

Çàäà÷à C.8. Äàí ãðàô G = (V,E), â êîòîðîì îòìå÷åíû äâå âåðøèíû v1 è v2. Ïîñòðîéòå ýôô-
êåòèâíûé àëãîðèòì ïîèñêà êðàò÷àéò÷àéøèõ ïóòåé ìåæäó âñåìè ïàðàìè âåðøèí, ïðîõîäÿùèõ
÷åðåç õîòÿ áû îäíó èç îòìå÷åííûõ âåðøèí.

Çàäà÷à C.9. Ïîñòðîéòå àëãîðèòì, êîòîðûé ïî âõîäíîìó ãðàôó G = (V,E) îïðåäåëÿåò, ñîäåð-
æèòñÿ ëè â íåì ïðîñòîé öèêë äëèíû 4. Ñëîæíîñòü àëãîðèòìà äîëæíà áûòü O(|V |3).
Çàäà÷à C.10. Äàí îðãðàô (V,E). Ïðåäëîæèòå ýôôåêòèâíûé àëãîðèòì, âû÷èñëÿþùèé ìèíè-
ìàëüíî íåîáõîäèìîå êîëè÷åñòâî ðåáåð, êîòîðûå íóæíî äîáàâèòü, ÷òîáû ñäåëàòü ãðàô ñèëüíî
ñâÿçíûì. Îöåíèòå àñèìïîòè÷åñêè ñëîæíîñòü âàøåãî àëãîðèòìà.

Çàäà÷à C.11. Äàí îðãðàô G = (V,E), â êîòîðîì êàæäàÿ âåðøèíà u ∈ V èìååò íåêîòîðóþ
öåëî÷èñëåííóþ ñòîèìîñòü pu. Îïðåäåëèì c : V → Z:

c(u) = min{pv | v äîñòèæèìà èç u}
(a) Ïîñòðîéòå àëãîðèòì, èìåþùèé ñëîæíîñòü O(|V |+ |E|) è âû÷èñëÿþùèé ôóíêöèþ c íà

âñåì ãðàôå, åñëè ãðàô G àöèêëè÷åí.
(b) Îáîáùèòå ïîñòðîåííûé àëãîðèòì íà âñå íåîðèåíòèðîâàííûå ãðàôû. Îöåíèòå ñëîæ-

íîñòü ïîëó÷åííîãî àëãîðèòìà.

Çàäà÷à C.12. Êîíå÷íûé àâòîìàò (èëè íåäåòåðìèíèðîâàííûé êîíå÷íûé àâòîìàò) � ïÿ-
òåðêà A = 〈Q,Σ, S, F, δ〉, ãäå

• Q � êîíå÷íîå ìíîæåñòâî ñîñòîÿíèé,
• Σ � àëôàâèò,
• S ⊆ Q � ìíîæåñòâî ñòàðòîâûõ ñîñòîÿíèé,
• F ⊆ Q � ìíîæåñòâî ôèíàëüíûõ ñîñòîÿíèé,
• δ ⊂ Q× Σ×Q

Ýëåìåíòû ìíîæåñòâà δ ìû áóäåì íàçûâàòü ïåðåõîäàìè êîíå÷íîãî àâòîìàòà. Áóäåì ãîâîðèòü,
÷òî êîíå÷íûé àâòîìàò äåòåðìèíèðîâàííûé, åñëè èç êàæäîãî ñîñòîÿíèÿ ïî êàæäîé áóêâå íå
áîëåå îäíîãî ïåðåõîäà.
Ñëîâî w ïðèíèìàåòñÿ êîíå÷íûì àâòîìàòîì A, åñëè ñóùåñòâóåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñîñòî-

ÿíèé q0, . . . q|w| ∈ Q òàêàÿ, ÷òî q0 ∈ S, q|w| ∈ F è (qi, w[i], qi+1) ∈ δ, èëè æå åñëè w = ε è
S ∩ F 6= ∅. ßçûê àâòîìàòà L(A) � ìíîæåñòâî âñåõ ñëîâ, ïðèíèìàåìûõ àâòîìàòîì; áóäåì
ãîâîðèòü, ÷òî êîíå÷íûé àâòîìàò A ïðèíèìàåò ÿçûê L, åñëè L(A) = L.

(a) Ïîñòðîéòå ýôôåêòèâíûé àëãîðèòì, ïðîâåðÿþùèé, ïóñò ëè ÿçûê äàííîãî àâòîìàòà.
(b) Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ñîñòîÿíèå q äîñòèæèìî èç ñîñòîÿíèÿ p, åñëè ñóùåñòâóåò ñëîâî

w òàêîå, ÷òî p
w−→ q. Ïîñòðîéòå ýôôåêòèâíûé àëãîðèòì, íàõîäÿùèé âñå ñîñòîÿíèÿ,

äîñòèæèìûå èç ñòàðòîâîãî.
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(c) Îïðåäåëèì ïîëíûé êîíå÷íûé àâòîìàò êàê àâòîìàò 〈Q,Σ, S, F, δ〉, â êîòîðîì äëÿ ëþ-
áîãî p ∈ Q è a ∈ Σ ìíîæåñòâî {q ∈ Q | (p, a, q) ∈ δ} íåïóñòî. Ïîñòðîéòå ýôôåêòèâíûé
àëãîðèòì, íàõîäÿùèé õîòÿ áû îäèí ïîëíûé êîíå÷íûé àâòîìàò, ýêâèâàëåíòíûé [ïðèíè-
ìàþùèé òîò æå ÿçûê] âõîäíîìó.

Çàäà÷à C.13. Ìíîæåñòâî ðåãóëÿðíûõ âûðàæåíèé íàä àëôàâèòîì Σ � ìíîæåñòâî ñòðî÷åê
íàä àëôàâèòîì Σ ∪ {ε,+, ·, ∗, (, )}, óäîâëåòâîðÿþùåå ñëåäóþùèì ïðàâèëàì:

• 0, ε, x äëÿ ëþáîé x ∈ Σ � àòîìàðíûå ðåãóëÿðíûå âûðàæåíèÿ;
• åñëè α è β � ðåãóëÿðíûå âûðàæåíèÿ, òî α + β, αβ, α∗, (α) � ðåãóëÿðíûå âûðàæåíèÿ;
• íèêàêèõ äðóãèõ ðåãóëÿðíûõ âûðàæåíèé íåò, òî åñòü ëþáîå ðåãóëÿðíîå âûðàæåíèå ìî-
æåò áûòü ïîëó÷åíî èç àòîìàðíûõ ñ ïîìîùüþ îïåðàöèé +, ·, ∗ è èñïîëüçîâàíèÿ ñêîáîê.

ßçûê L(α) ðåãóëÿðíîãî âûðàæåíèÿ α îïðåäåëÿåòñÿ èíäóêöèåé ïî ïîñòðîåíèþ:

• L(0) = ∅, L(ε) = {ε}, L(x) = {x} äëÿ ëþáîé x ∈ Σ;
• L(α + β) = L(α) ∪ L(β);
• L(αβ) = L(α)L(β);
• L(α∗) = (L(α))∗.

Íàïðèìåð, ÿçûê L ⊂ {a, b}∗ âñåõ ñëîâ, ñîäåðæàùèõ òðè áóêâû b, ìîæåò áûòü çàäàí ðåãóëÿð-
íûì âûðàæåíèåì a∗ba∗ba∗ba∗: ñëîâî w, ñîäåðæàùåå ðîâíî òðè áóêâû b, äîëæíî èìåòü âèä
axbaybazbat äëÿ íåêîòîðûõ x, y, z, t ∈ Z>0.

(a) Ïîñòðîéòå àëãîðèòì, âû÷èñëÿþùèé ÿçûê âõîäíîãî êîíå÷íîãî àâòîìàòà A. Íà âûõî-
äå àëãîðèòìà äîëæíî áûòü ðåãóëÿðíîå âûðàæåíèå. Îöåíèòå ñëîæíîñòü ïîñòðîåííîãî
àëãîðèòìà.

(b) Ïîêàæèòå, ÷òî ëþáîé äåòåðìèíèðîâàííûé êîíå÷íûé àâòîìàò, ïðèíèìàþùèé ÿçûê, çà-
äàííûé âûðàæåíèåì

(a+ b)∗b (a+ b) . . . (a+ b)︸ ︷︷ ︸
n ðàç

,

èìååò Ω(2n) ñîñòîÿíèé.
(c) Ïðîâåðüòå, ÷òî òåì íå ìåíåå ñóùåñòâóåò ïîëèíîìèàëüíûé àëãîðèòì, ñòðîÿùèé êîíå÷-

íûé àâòîìàò [íå îáÿçàòåëüíî äåòåðìèíèðîâàííûé] ïî âõîäíîìó ðåãóëÿðíîìó âûðàæå-
íèþ.

Çàäà÷à C.14. Ïóñòü A = 〈Q,Σ, S, F, δ〉 � äåòåðìèíèðîâàííûé êîíå÷íûé àâòîìàò. Ââåäåì íà
åãî ñîñòîÿíèÿõ îòíîøåíèå ≈∈ Q×Q: q1 ≈ q2 òèòòê èç q1 è q2 ïî ëþáîìó ñëîâó ìîæíî ïîïàñòü
ëèáî îäíîâðåìåííî â íåêîòîðûå ôèíàëüíûå, ëèáî îäíîâðåìåííî â íåêîòîðûå íåôèíàëüíûå
ñîñòîÿíèÿ.

(a) Ïîñòðîéòå ýôôåêòèâíûé àëãîðèòì, íàõîäÿùèé ïî âõîäíîìó A êëàññû ýêâèâàëåíòíîñòè
îòíîøåíèÿ ≈.

(b) Ïîêàæèòå, ÷òî âñå ñîñòîÿíèÿ â êàæäîì êëàññå ýêâèâàëåíòíîñòè ìîæíî ¾ñêëåèòü¿ âìå-

ñòå ñ ïåðåõîäàìè, è ïîëó÷åííûé àâòîìàò Â áóäåò ïðèíèìàòü òîò æå ÿçûê, ÷òî è A.
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(c) Ïóñòü A1 è A2 � äâà ðàçëè÷íûõ äåòåðìèíèðîâàííûõ êîíå÷íûõ àâòîìàòà, ïðèíèìàþ-

ùèå îäèí è òîò æå ÿçûê. Âåðíî ëè, ÷òî Â1 è Â2 áóäóò ñîâïàäàòü?

Çàäà÷à C.15 (∗∗). Â êîíòåêñòå ýòîé çàäà÷è ïàëüìîé ãðàôà (V,E) áóäåì íàçûâàòü îðãðàô
(V,E1 t E2) ñ âûäåëåííîé âåðøèíîé s, ãäå (V,E1) � DFS-äåðåâî ñ êîðíåì s, E2 � ìíîæåñòâî
E \ E1 ñ îðèåíòàöèåé ¾ê êîðíþ¿, òî åñòü ðåáðà èìåþò âèä (vivj), ãäå vi áûëà ïîñåùåíà DFS
ïîñëå vj.
Ðàññìîòðèì ñêåò÷ ïðîöåäóðû

1: function Planarity(G = (V,E))
2: if |E| > 3|V | − 3 then
3: return nonplanar
4: end if{G1, . . . Gk, X} = Block-Cut(G)
5: for Gi ∈ {G1, . . . Gk} do
6: P ← ïàëüìà ãðàôà Gi

7: c � öèêë â P
8: âëîæèòü c â ïëîñêîñòü
9: for e ∈ Gi \ c do

10: ïðîâåðèòü, ÿâëÿåòñÿ ëè c ∪ {e} ïëàíàðíûì
11: if c ∪ {e} ïëàíàðåí è e ìîæíî äîáàâèòü â ïëàíàðíîå ïðåäñòàâëåíèå then
12: äîáàâèòü e
13: else
14: return nonplanar
15: end if
16: end for
17: end for
18: return planar
19: end function

Óêàæèòå, êàê äîñòðîèòü äàííûé àëãîðèòì, ÷òîáû îí êîððåêòíî îïðåäåëÿë ïëàíàðíîñòü âõîä-
íîãî ãðàôà G çà O(|V |+ |E|).

Çàäà÷à C.16. Äàí îðãðàô G. Èñïîëüçóÿ ôóíêöèþ L(v), êîòîðóþ ìû ââåëè, íàõîäÿ áëîêèðó-
þùèå âåðøèíû â ãðàôå, ïîñòðîéòå àëãîðèòì, êîòîðûé îáõîäèò G â ãëóáèíó ðîâíî îäèí ðàç è
íàõîäèò êîìïîíåíòû ñèëüíîé ñâÿçíîñòè.

Çàäà÷à C.17. Äàíî äåðåâî T . Ïîñòðîéòå ýôôåêòèâíûé àëãîðèòì, íàõîäÿùèé ìèíèìàëüíîå
âåðøèííîå ïîêðûòèå T .

Çàäà÷à C.18. Îïðåäåëèì ãðèä-ãðàô êàê âçâåøåííûé îðãðàô (V,E), â êîòîðîì V (G) = {(i, j), i =
0, . . . ,m, j = 0, . . . , n}, à äóãè ñîåäèíÿþò ñîñåäíèå òî÷êè: E(G) = {[(i, j) → (i + 1, j)], i =
0, . . . ,m− 1, j = 0, . . . , n èëè [(i, j)→ (i, j+ 1)], i = 0, . . . ,m, j = 0, . . . , n− 1}, ïðè÷åì äóãàì G
ïðèïèñàíû öåëî÷èñëåííûå âåñà. Âåñ ïóòè îïðåäåëèì êàê ñóììó âåñîâ âõîäÿùèõ â íåãî ðåáåð.
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Ðàññìîòðèì çàäà÷ó ïîèñêà ýêñòðåìàëüíîãî (ñàìîãî ¾òÿæåëîãî¿ èëè ñàìîãî ¾ëåãêîãî¿) ïóòè
ìåæäó âåðøèíàìè (0, 0) è (m,n). Ïîñòðîéòå O(mn)-àëãîðèòì ïîèñêà ýêñòðåìàëüíîãî ïóòè.

Çàäà÷à C.19. Ïóñòü N = (G,w) � âçâåøåííûé ãðàô, ãäå G = (V,E) � àöèêëè÷íûé îðãðàô
ñ êîðíåì s. Ïîêàæèòå, ÷òî ñóùåñòâóåò àëãîðèòì, èìåþùèé ñëîæíîñòü O(E) è íàõîäÿùèé
ìíîæåñòâî äëèííåéøèõ ïóòåé èç s â îñòàëüíûå âåðøèíû [òî åñòü äëÿ êàæäîé v ∈ V àëãîðèòì
íàõîäèò ñàìûé äëèííûé ïóòü èç s â v].

Çàäà÷à C.20. Ïóñòü èçâåñòíî, ÷òî âåñà ðåáåð âõîäíîãî ãðàôà G = (V,E) öåëî÷èñëåííû,
ïîëîæèòåëüíû è íå ïðåâûøàþò W . Ïîêàæèòå, êàê ìîæíî ðåàëèçîâàòü àëãîðèòì Äåéêñòðû
òàê, ÷òîáû ñëîæíîñòü áûëà

(a) O(|W ||V |+ |E|)
(b) O((|V |+ |E|) log |W |)

Çàäà÷à C.21. Äàí ãðàô G = (V,E), âåñà le âñåõ ðåáåð ïîëîæèòåëüíû, îòìå÷åíà òàêæå
âåðøèíà s. Ïîñòðîéòå àëãîðèòì, èìåþùèé ñëîæíîñòü O((|V | + |E|) log |V |) è âû÷èñëÿþùèé
u : V → {0, 1} òàêóþ, ÷òî u(v) = 1 òèòòê ñóùåñòâóåò ðîâíî îäèí êðàò÷àéøèé ïóòü èç s â v.

Çàäà÷à C.22. Ïóñòü (G, c) � âçâåøåííûé ãðàô, ñîäåðæàùèé ðåáðî îòðèöàòåëüíîãî âåñà.
Ðàññìîòðèì ñëåäóþùèé àëãîðèòì Shortpath(G, s, c):

C = max(|c|)
Dijkstra(G, s, c+ 2C)

Êîððåêòåí ëè òàêîé àëãîðèòì?

Çàäà÷à C.23. Ïîêàæèòå, êàê ìîäèôèöèðîâàòü àëãîðèòì Áåëëìàíà-Ôîðäà, ÷òîáû îí íàõîäèë,
ñîäåðæèòñÿ ëè âî âõîäíîì (G,w) öèêë îòðèöàòåëüíîãî âåñà.

Çàäà÷à C.24. Ïóñòü äàí àöèêëè÷íûé ãðàô G. Ðàññìîòðèì îïåðàöèþ òðàíçèòèâíîãî ðåäó-

öèðîâàíèÿ: åñëè ñóùåñòâóåò ðåáðî (uv) ∈ G è ïóòü èç u â v äëèíû õîòÿ áû 2, ìû âûáðàñûâàåì

(uv). Ãðàô Ĝ, êîòîðûé ïîëó÷èòñÿ ïîñëå âñåâîçìîæíûõ òðàíçèòèâíûõ ðåäóöèðîâàíèé, íàçîâåì
òðàíçèòèâíîé ðåäóêöèåé G. Ïðåäúÿâèòå àëãîðèòì, èìåþùèé ñëîæíîñòü O(|V |3) è íàõîäÿùèé
òðàíçèòèâíóþ ðåäóêöèþ G.

Çàäà÷à C.25. Ïóñòü (G,w) � âçâåøåííûé ãðàô, à v � íåêîòîðàÿ âåðøèíà. Ïîêàæèòå, ÷òî
ëþáîå ìèíèìàëüíîå îñòîâíîå äåðåâî ñîäåðæèò ìèíèìàëüíîå ïî âåñó èíöèäåíòíîå v ðåáðî.

Çàäà÷à C.26. Ïóñòü (G,w) � âçâåøåííûé ãðàô, à T � ìíîæåñòâî âñåõ îñòîâíûõ äåðåâüåâ
(G,w). Ïîëîæèì

w(T ) := max{w(e) : e ∈ TT ∈ T }

Äîêàæèòå, ÷òî âñå ìèíèìàëüíûå îñòîâíûå äåðåâüÿ ìèíèìèçèðóþò ôóíêöèþ w(T ) .

Çàäà÷à C.27. Ïîêàæèòå íà ïðèìåðå, ÷òî îðèåíòèðîâàííîå îñòîâíîå äåðåâî ìàêñèìàëüíîãî
âåñà ìîæåò íå ñîäåðæàòü ïóòåé [îò êîðíÿ äî âåðøèíû] ìàêñèìàëüíîãî âåñà.
14



Çàäà÷è Àëãîðèòìû

Çàäà÷à C.28. Ïóñòü T � îñòîâíîå äåðåâî íåîðèåíòèðîâàííîãî âçâåøåííîãî ãðàôà (G,w),
â êîòîðûì äëÿ ëþáûõ âåðøèí u è v ñîåäèíÿþùèé èõ â T ïóòü [åäèíñòâåííûé] èìååò ìàê-
ñèìàëüíûé âåñ ñðåäè âñåõ ïóòåé èç u â v â G. Âåðíî ëè, ÷òî T � ìàêñèìàëüíîå îñòîâíîå
äåðåâî?

Çàäà÷à C.29. Ìû ïîêàçàëè, ÷òî öåëî÷èñëåííàÿ ñåòü âñåãäà èìååò ìàêñèìàëüíûé öåëî÷èñ-
ëåííûé ïîòîê. Âåðíî ëè, ÷òî ëþáîé ìàêñèìàëüíûé ïîòîê äîëæåí áûòü öåëûì?

Çàäà÷à C.30. Ïóñòü f � ïîòîê â ñåòè N . Áóäåì íàçûâàòü íîñèòåëåì ïîòîêà ìíîæåñòâî
supp(f) = {e ∈ E | f(e) 6= 0}. Ïîòîê f íàçûâàåòñÿ ýëåìåíòàðíûì, åñëè åãî íîñèòåëü � ïóòü
[äåðåâî, ãäå ñòåïåíü êàæäîé âåðøèíû íå áîëåå 2]. Ìîæíî ëè ïðåäñòàâèòü êàæäûé ìàêñèìàëü-
íûé ïîòîê êàê ñóììó ýëåìåíòàðíûõ ïîòîêîâ?

Çàäà÷à C.31. Ïóñòü N = (G, c, s, t) � ñåòü, à (S1, T1) è (S2, T2) � ìèíèìàëüíûå ðàçðåçû N .
Ïîêàæèòå, ÷òî (S1 ∪S2, T1 ∩T2) è (S1 ∩S2, T1 ∪T2) òàêæå ÿâëÿþòñÿ ìèíèìàëüíûìè ðàçðåçàìè
T .

Çàäà÷à C.32. Îïðåäåëèì ãðàô Gn íà ìíîæåñòâå íàòóðàëüíûõ ÷èñåë ÷èñåë {1, 2 . . . , n}. â
êîòîðîì âåðøèíû � ÷èñëà, è äâå âåðøèíû ñîåäèíåíû òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îäíî èõ íèõ
äåëèòñÿ íàöåëî íà äðóãîå. Âåðíî ëè, ÷òî ÿçûê L = {(Gn, k)}, ñîñòîÿùèé èç êîäèðîâîê ãðàôîâ
Gn, èìåþùèõ íåçàâèñèìîå ìíîæåñòâî âåðøèí ðàçìåðà k, ÿâëÿåòñÿ NP�ïîëíûì? Ñ÷èòàéòå,
÷òî àðèôìåòè÷åñêèå îïåðàöèè âûïîëíÿþòñÿ çà O(1).

Çàäà÷à C.33 (∗). Íà êëåò÷àòîé áóìàãå çàêðàñèëè íåñêîëüêî êëåòîê (êîîðäèíàòû çàêðàøåí-
íûõ êëåòîê ïåðåäàþòñÿ íà âõîä). Ñóùåñòâóåò ëè ïîëèíîìèàëüíûé àëãîðèòì, ïðîâåðÿþùèé,
ìîæíî ëè ïîêðûòü çàêðàøåííóþ îáëàñòü äîìèíîøêàìè 1 × 2 òàê, ÷òîáû êàæäàÿ êëåòêà ïî-
êðûâàëàñü ðîâíî äâà ðàçà?

Çàäà÷à C.34. Ïîêàæèòå, ÷òî â ëþáîì ãðàôå ñóùåñòâóåò ðàçðåç, ñîäåðæàùèé íå ìåíåå ïîëî-
âèíû âñåõ ðåáåð.

Çàäà÷à C.35. Ðàññìîòðèì ñëåäóþùóþ çàäà÷ó. Â ïîòîêîâîé ñåòè íåò îãðàíè÷åíèé ïðîïóñêíîé
ñïîñîáíîñòè íà äóãàõ, íî åñòü îãðàíè÷åíèÿ ïðîïóñêíîé ñïîñîáíîñòè âåðøèí. Ôîðìàëüíî, äëÿ
êàæäîé âåðøèíû v, îòëè÷íîé îò èñòîêà è ñòîêà, çàäàíî öåëîå íåîòðèöàòåëüíîå ÷èñëî c(v),

è äëÿ ïîòîêà â ñåòè äîëæíî âûïîëíÿòüñÿ
∑
u

f(u, v) =
∑
u

f(v, u) ≤ c(v). Îïèøèòå àëãîðèòì

íàõîæäåíèÿ ìàêñèìàëüíîãî ïîòîêà â òàêîé ñåòè.

Çàäà÷à C.36. Ðàññìîòðèì ñëåäóþùóþ çàäà÷ó Ñåòü. Äàí îðèåíòèðîâàííûé ãðàô G = (V,E),
äóãàì êîòîðîãî ïðèïèñàíû íåîòðèöàòåëüíûå ÷èñëà li 6 ui, i ∈ E. Íóæíî ïðîâåðèòü, ìîæíî
ëè ïðèïèñàòü ðåáðàì ÷èñëà F = {fi, i ∈ E}, ÷òîáû â ëþáîé âåðøèíå v âûïîëíÿëîñü ðàâåíñòâî
Êèðõãîôôà:

divF =
∑

(xv)∈E

fi −
∑

(vy)∈E

fj = 0,

15



Àëãîðèòìû Çàäà÷è

à òàêæå âûïîëíÿëèñü íåðàâåíñòâà li 6 fi 6 ui, i ∈ E. Ïîêàæèòå, êàê ìîæíî ðåøèòü çàäà÷ó
Ñåòü ñ ïîìîùüþ ðåøåíèÿ ïîäõîäÿùåé çàäà÷è î ìàêñèìàëüíîì ïîòîêå â ñåòè è íàîáîðîò.

Çàäà÷à C.37. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü âûïîëíåíèÿ ïðîåêòîâ çàäàíà àöèêëè÷åñêèì îðãðàôîì
G = (V,E) (åñëè â îðãðàôå åñòü ðåáðî (u, v), òî ïðîåêò v íå ìîæåò íà÷àòüñÿ, ïîêà íå áó-
äåò âûïîëíåí ïðîåêò u). Âûïîëíåíèå ïðîåêòà v ïðèíîñèò ïðèáûëü p(v) (îíà ìîæåò áûòü è
îòðèöàòåëüíà). Òðåáóåòñÿ âûáðàòü ïîäìíîæåñòâî ïðîåêòîâ, ïðèíîñÿùèõ ìàêñèìàëüíóþ ñóì-
ìàðíóþ ïðèáûëü, òî åñòü íàéòè òàêîå ïîäìíîæåñòâî ïðîåêòîâ M ⊆ V , ÷òî

M = argmaxS⊆V {p(S)
def
=
∑
v∈S

p(v)}.

Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî ýòó çàäà÷ó ìîæíî ñâåñòè ê çàäà÷å î ìèíèìàëüíîì ðàçðåçå. Äîïîëíÿåì
ãðàô G èñòî÷íèêîì s è ñòîêîì t, è çàäàåì áåñêîíå÷íûå ïðîïóñêíûå ñïîñîáíîñòè íà ðåáðàõ
G. Äàëåå, äëÿ âñåõ âåðøèí v ∈ V

• åñëè p(v) < 0, òî çàäàåì ðåáðî (s, v) ñ ïðîïóñêíîé ñïîñîáíîñòüþ −p(v);
• åñëè p(v) > 0, òî çàäàåì ðåáðî (v, t) ñ ïðîïóñêíîé ñïîñîáíîñòüþ p(v).

−4

−1

3

4

r r

r r-
6

?�
�
�
�
��7

S
S
S
S
SSw

(a) Ñ ïîìîùüþ àëãîðèòìà Ôîðäà-Ôàëêåðñîíà íàéäèòå ìàê-
ñèìàëüíûé ïîòîê â ïîëó÷åííîé ñåòè. Íà÷àëüíûé ïîòîê
íóëåâîé.

(b) Çàòåì, èñïîëüçóÿ àëãîðèòì Ôîðäà-Ôàëêåðñîíà, íàéäèòå
ìèíèìàëüíûé ðàçðåç.

(c) Îáîñíóéòå êîíñòðóêöèþ â îáùåì ñëó÷àå.

Çàäà÷à C.38. Ðàññìîòðèì îäèí èç âàðèàíòîâ àëãîðèòìà Êàðãåðà:

function FastKarger(G)
if |V | ≤ 6 then

íàéòè ìèíèìàëüíûé ðàçðåç C ïåðåáîðîì;
return C;

else
t := d|V |/

√
2 + 1e;

íåçàâèñèìî ñòÿíóòü äâå êîïèè G â ãðàôû H1 è H2 ñ t âåðøèíàìè â êàæäîì;
C1 := FastKarger(H1);
C2 := FastKarger(H2);
if w(C1) < w(C2) then

return C1;
else

return C2;
end if
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end if
end function

(a) Îöåíèòå ñëîæíîñòü àëãîðèòìà.

(b) Ïîêàæèòå, ÷òî äàííûé àëãîðèòì íàõîäèò ìèíèìàëüíûé ðàçðåç ñ âåðîÿòíîñòüþ Ω
(

1
logn

)
.

Â ÷àñòíîñòè, ýòî îçíà÷àåò, ÷òî äëÿ íàõîæäåíèÿ ìèíèìàëüíîãî ðàçðåçà ñ âåðîÿòíîñòüþ
1− ε òðåáóåòñÿ íåçàâèñèìî çàïóñòèòü àëãîðèòì O

(
log n · log 1

ε

)
ðàç.

Çàäà÷à C.39 (∗). Íà âõîä çàäà÷è ïîäà¼òñÿ îðèåíòèðîâàííûé ãðàô G = 〈V,E〉 áåç êîíòóðîâ
(îðèåíòèðîâàííûõ öèêëîâ). Íåîáõîäèìî ïîêðûòü åãî íàèìåíüøèì ÷èñëîì ïðîñòûõ ïóòåé, òî
åñòü íàéòè íàèìåíüøåå êîëè÷åñòâî íå ïåðåñåêàþùèõñÿ ïî âåðøèíàì ïðîñòûõ ïóòåé, ÷òîáû
êàæäàÿ âåðøèíà ïðèíàäëåæàëà îäíîìó èç íèõ. Äîïóñêàþòñÿ ïóòè íóëåâîé äëèíû (ñîñòîÿùèå
èç îäíîé âåðøèíû). Ïðåäëîæèòå ïîëèíîìèàëüíûé àëãîðèòì.

Çàäà÷à C.40 (∗). Ïóñòü äàí ñâÿçíûé íåîðèåíòèðîâàííûé ãðàô G = (V,E). Ðàññìîòðèì ñëå-
äóþùèé àëãîðèòì äëÿ îïðåäåëåíèÿ äâóñâÿçíîñòè ãðàôà.

(1) Ïðîâîäèì DFS íà ãðàôå G èç ïðîèçâîëüíîé âåðøèíû. Îðèåíòèðóåì ðåáðà äåðåâà ê
êîðíþ, à îáðàòíûå � îò êîðíÿ. Êàæäîå îáðàòíîå ðåáðî e îáðàçóåò åäèíñòâåííûé êîíòóð
c(e), ñîñòîÿùèé èç ýòîãî ðåáðà è íåêîòîðûõ ðåáåð äåðåâà.

(2) Âñå âåðøèíû G ïîìå÷àåì êàê íåïðîñìîòðåííûå.
(3) Îáõîäèì âåðøèíû â ïîðÿäêå âîçðàñòàíèÿ âðåìåííûõ ìåòîê u.d. Ïóñòü âûáðàíà âåðøè-

íà v, e1, . . . , ek � âûõîäÿùèå èç íåå îáðàòíûå ðåáðà. Ïîìå÷àåì v êàê ïðîñìîòðåííóþ,
çàòåì äëÿ êàæäîãî ðåáðà ei îáõîäèì êîíòóð c(ei), íà÷èíàÿ ñ v, ïîìå÷àÿ âåðøèíû, ïîêà
íå âñòðåòèì ïðîñìîòðåííóþ âåðøèíó. Ïîëó÷åííûé îáõîä íàçîâåì öåïüþ.

(4) Ïîëó÷àåì ñïèñîê öåïåé â ïîðÿäêå èõ îáðàçîâàíèÿ: C = {C1, . . . , Cp}. Ýòîò ñïèñîê íà-
çîâåì öåïíûì ðàçëîæåíèåì.

(5) • Åñëè öåïíîå ðàçëîæåíèå ñîäåðæèò íå âñå ðåáðà, òî ãðàô íå 2-ðåáåðíî-ñâÿçíûé.
• Èíà÷å, åñëè â öåïíîì ðàçëîæåíèè åñòü öèêë, îòëè÷íûé îò C1, òî ãðàô 2-ðåáåðíî-
ñâÿçíûé, íî íå äâóñâÿçíûé.
• Èíà÷å, ãðàô äâóñâÿçíûé.

Äîêàæèòå êîððåêòíîñòü ïðèâåäåííîãî àëãîðèòìà.

Çàäà÷à C.41. Äëÿ ëþáûõ k, d,m ∈ N òàêèõ, ÷òî 0 < k 6 m 6 d, ïîñòðîéòå õîòÿ áû îäèí
ãðàô G, äëÿ êîòîðîãî κ(G) = k, λ(G) = m, δ(G) = d.

Çàäà÷à C.42. Ïóñòü G � k-ñâÿçíûé ãðàô, ãäå k > 2. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè G íå ñîäåðæèò
íåçàâèñèìîãî ìíîæåñòâà ìîùíîñòè k + 1, òî G ãàìèëüòîíîâ.

Çàäà÷à C.43. Ïîñòðîéòå ïîëèíîìèàëüíûé àëãîðèòì, íàõîäÿùèé â ãðàôå G = (V,E) ìèíîð
K3,3 èëè ìèíîð K5. Îöåíèòå åãî ñëîæíîñòü.
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Çàäà÷à C.44. Îïðåäåëèì ìàòðèöó Òàòòà íåîðèåíòèðîâàííîãî ãðàôà G = ({1, . . . n}, E) êàê
ìàòðèöó T ∈ Matn×n, ãäå

Tij =


xij, (ij) ∈ E, i < j

−xji, (ij) ∈ E, i > j

0, (ij) /∈ E
Çäåñü xij � ïåðåìåííûå. Ïîêàæèòå, ÷òî detT 6= 0 òèòòê ñóùåñòâóåò ñîâåðøåííîå ïàðîñî÷åòà-
íèå â G.

Çàäà÷à C.45. Ïóñòü äàí ïëàíàðíûé íåîðèåíòèðîâàííûé ãðàô G = ({1, . . . n}, E) â âèäå ñïèñ-
êîâ ñìåæíîñòè A1, . . . An. Ðàññìîòðèì ñëåäóþùèé àëãîðèòì:

function 6-Color(G)
for i ∈ [1;n− 1] do

Vi ← {v ∈ V | deg(v) = i} (äâóñâÿçíûé ñïèñîê)
end for
for i ∈ {n, . . . 1} do

j ← min{m | Vm 6= ∅}
vi ← ïåðâàÿ âåðøèíà Vj
Vi ← Vi \ {vi}
for u ∈ Avi do

âçÿòü k òàê, ÷òî u ∈ Vk
Vk ← Vk \ {u}, Vk−1 ← Vk−1 ∪ {u}

end for
end for
for i ∈ [1;n] do

c(vi)← min{x ∈ {1, 2, 3, 4, 5, 6} |6 ∃u ∈ Avi , c(u) = x}
end for
return c

end function

Ïîêàæèòå, ÷òî 6-Color êîððåêòíî íàõîäèò ðàñêðàñêó G â 6 öâåòîâ çà O(n) îïåðàöèé.

Çàäà÷à C.46. Áóäåì íàçûâàòü íåîðèåíòèðîâàííûé ãðàô G = (V,E) âíåøíåïëàíàðíûì, åñëè
ñóùåñòâóåò òàêîå âëîæåíèå G â ïëîñêîñòü, ÷òî âñå âåðøèíû ãðàôà îêàçûâàþòñÿ ñìåæíûìè
áåñêîíå÷íîé ãðàíè.

(a) Ïîêàæèòå, ÷òî ãðàô âíåøíåïëàíàðåí òèòòê îí íå ñîäåðæèò ìèíîðîâ K3,2 èëè K4.
(b) Ñóùåñòâóåò ëè ïîëèíîìèàëüíûé àëãîðèòì ðàñêðàñêè âíåøíåïëàíàðíîãî ãðàôà â 3 öâå-

òà?

Çàäà÷à C.47 (∗∗). Ïóñòü G � íåîðèåíòèðîâàííûé ãðàô. Äðåâåñíîå ðàçëîæåíèå ãðàôà G �
ïàðà (T, φ), ãäå T � äåðåâî, à φ : V (T )→ 2V (G) � îòîáðàæåíèå, óäîâëåòâîðÿþùåå ñëåäóþùèì
ñâîéñòâàì:
18
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• äëÿ ëþáîãî e ∈ E(G) ñóùåñòâóåò t ∈ V (T ) òàêîå, ÷òî e ⊂ φ(t);
• äëÿ ëþáîãî v ∈ V (G) ìíîæåñòâî {t ∈ V (T ) | v ∈ φ(t)} ñâÿçíî â T .

Øèðèíîé äðåâåñíîãî ðàçëîæåíèÿ (T, φ) íàçîâåì maxt∈V (T ) |φ(t)|−1. Äðåâåñíîé øèðèíîé ãðàôà
G áóäåì íàçûâàòü ìèíèìàëüíî âîçìîæíóþ øèðèíó äðåâåñíîãî ðàçëîæåíèÿ G.

(a) Äîêàæèòå, ÷òî ñâÿçíûé ãðàô èìååò äðåâåñíóþ øèðèíó 1 òèòòê îí ÿâëÿåòñÿ äåðåâîì.
(b) Äîêàæèòå, ÷òî ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ ýêâèâàëåíòíû:

• äðåâåñíàÿ øèðèíà G íå áîëåå 2;
• G íå ñîäåðæèò ìèíîð K4;
• G ìîæåò áûòü ïîëó÷åí èç ïóñòîãî ãðàôà ïîñëåäîâàòåëüíûì äîáàâëåíèåì ìîñòîâ
è ðàçäâîåíèåì è ðàçäåëåíèåì ðåáåð. (Ðàçäâîåíèå ðåáðà e = (vw) ∈ E(G) � äî-
áàâëåíèå âòîðîãî ðåáðà ñ êîíöàìè â v è w; ðàçäåëåíèå ðåáðà e = (vw) ∈ E(G) �
äîáàâëåíèå âåðøèíû x çàìåíà e íà ðåáðà (vx), (xw).)

Çàäà÷à C.48. Ðàñìîòðèì æàäíûé àëãîðèòì äëÿ çàäà÷è íàõîæäåíèÿ íàèáîëüøåãî íåçàâèñè-
ìîãî ìíîæåñòâà â íåîðèåíòèðîâàííîì ãðàôå G. Íà êàæäîì øàãå îáðàáàòûâàåòñÿ ïàðà (Ii;Gi);
i ∈ {1, 2, . . .} è I1 = ∅; G1 = G. Íà i-ì øàãå â â ãðàôå Gi âûáèðàåòñÿ ïðîèçâîëüíàÿ âåðøèíà vi
ìèíèìàëüíîé ñòåïåíè è äîáàâëÿåòñÿ â Ii+1 = Ii∪{vi}, à Gi+1 îáðàçóåòñÿ èç Gi ïóòåì óäàëåíèÿ
vi è âñåõ ñìåæíûõ ñ íåé âåðøèí. Ïîñòðîéòå ãðàô, èìåþùèé O(n) âåðøèí è íåçàâèñèìîå ìíî-
æåñòâî ðàçìåðà O(n), â êîòîðîì æàäíûé àëãîðèòì íàõîäèò íåçàâèñèìîå ìíîæåñòâî ðàçìåðà
O(1).
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Ïðî÷åå

Çàäà÷à D.1. Çàôèêñèðóåì óíàðíûé àëôàâèò. Ïóñòü Tn � ìíîæåñòâî ìàøèí Òüþðèíãà ñ n
ðàáî÷èìè ñîñòîÿíèÿìè (òî åñòü îòëè÷íûìè îò ôèíàëüíûõ). Äëÿ êàæäîé ìàøèíû M ∈ Tn,
îñòàíàâëèâàþùåéñÿ íà ïóñòîì âõîäå, îïðåäåëèì b(M) êàê ÷èñëî åäèíèö, êîòîðûå M îñòàâèò
íà ëåíòå, çàêîí÷èâ ðàáîòó. Òîãäà

BB(n) = max
M∈Tn

b(M)

(1) Ïóñòü ñóùåñòâóåò ìàøèíà ÒüþðèíãàMF , èìåþùàÿN ñîñòîÿíèé è âû÷èñëÿþùàÿ ôóíê-
öèþ F (·). Ïîêàæèòå, ÷òî ñóùåñòâóåò ìàøèíà Òüþðèíãà, èìåþùàÿ 1+n+2N ñîñòîÿíèé
è îñòàâëÿþùàÿ íà ëåíòå íå ìåíåå F (F (n)) åäèíèö.

(2) Âûâåäèòå îòñþäà, ÷òî äëÿ ëþáîé âû÷èñëèìîé f : N→ N ñóùåñòâóåò òàêîå N ∈ N, ÷òî
BB(n) > f(n) äëÿ âñåõ n > N . Â ÷àñòíîñòè, BB(n) � íåâû÷èñëèìàÿ ôóíêöèÿ.

Çàäà÷à D.2. Îïðåäåëèì äëÿ M ∈ Tn ôóíêöèþ s(M) � ÷èñëî ÿ÷ååê, êîòîðûå îáðàáîòàëà
ÌÒ äî ñâîåé îñòàíîâêè, à t(M) � ÷èñëî øàãîâ, êîòîðûå ïðîäåëàëà ÌÒ äî ñâîåé îñòàíîâêè.
Îïðåäåëèì

S(n) = max
M∈Tn

s(M), T (n) = max
M∈Tn

t(M)

Ïîêàæèòå, ÷òî

S(n) 6 (n+ 1)BB(5n)2BB(5n)

Çàäà÷à D.3. Ïîêàæèòå, ÷òî

(a) S(n) 6 BB(3n− 1);
(b) T (n) 6 (2n− 1)BB(3n+ 3);
(c) T (n) 6 nS(n)2S(n).

Çàäà÷à D.4. Èíäóêòèâíî ïîñòðîèì òåïåðü ïî ÌÒ Mn ñ n ñîñòîÿíèÿìè (íå ñ÷èòàÿ ñîñòîÿíèå
îñòàíîâà) íîâóþ ÌÒ Mn+2 ñ n+ 2 ñîñòîÿíèìè ïî ñõåìå, èçîáðàæåííîé íà ðèñóíêå.

newstart old stop
0,0,L

1,1,L

0,1,R 0,0,L

1,0,L

Mn
Mn+2

Åñëè ê M2 (k − 1) ðàç ïðèìåíèòü èíäóêòèâíóþ êîíñòðóêöèþ, òî ïîëó÷èì ÌÒ M2k. Èç îöåí-
êè âûõîäà M2k, ò. å. äëèíû áëîêà åäèíèö, êîòîðûé îñòàíåòñÿ íà ëåíòå ïîñëå òîãî, êàê M2k

îñòàíîâèòñÿ, ìîæíî ïîëó÷èòü íèæíþþ îöåíêó ðîñòà ôóíêöèè òðóäîëþáèÿ Ðàäî (busy beaver).
20



Çàäà÷è Àëãîðèòìû

Îáîçíà÷èì A(k,m) ÷èñëî åäèíèö, êîòîðûå îñòàíóòñÿ íà ëåíòå, êîãäà ÌÒ M2k îñòàíîâèòñÿ,
ñòàðòóÿ ñ ëåíòû, íà êîòîðîé çàïèñàí áëîê èç m åäèíèö. Ïîëó÷èòå ðåêóððåíòóþ ôîðìóëó äëÿ
A(k,m).

Çàäà÷à D.5. Ïîñòðîéòå àëãîðèòì òèïà ðàçäåëÿé-è-âëàñòâóé äëÿ îïðåäåëåíèÿ òðåóãîëüíèêà
ìèíèìàëüíîãî ïåðèìåòðà, âåðøèíû êîòîðîãî ìîæíî âûáèðàòü èç çàäàííûõ n òî÷åê ïëîñêîñòè.
Ìíîæåñòâî òî÷åê ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ìàññèâ ïàð öåëûõ ÷èñåë. Ñ÷èòàåì, ÷òî àðèôìåòè÷åñêèå
îïåðàöèè âûïîëíÿþòñÿ çà åäèíèöó âðåìåíè.

Çàäà÷à D.6. Ïîñòðîéòå àëãîðèòì, êîòîðûé ïî äâóì âõîäíûì ñëîâàìè x = x[1]x[2] . . . x[n]
è y = y[1]y[2] . . . y[m], çà O(mn) îïåðàöèé íàõîäèò äëèíó íàèáîëüøåé îáùåé ïîäïîñëåäîâà-
òåëüíîñòè, òî åñòü ìàêñèìàëüíîå k, äëÿ êîòîðîãî ñóùåñòâóþò 1 6 i1 < i2 < . . . < ik 6 n è
1 6 j1 < j2 < . . . < jk 6 m òàêèå, ÷òî xi1xi2 . . . xik = yj1yj2 . . . yjk .

Çàäà÷à D.7. Äàí ïðÿìîóãîëüíûé êóñîê òêàíè ðàçìåðîì X × Y , ãäå X, Y � ïîëîæèòåëü-
íûå öåëûå, n ∈ N è {(ai, bi, ci) | i ∈ [1;n]}, ãäå ci � ñòîèìîñòü êóñêà ai × bi. Ïðåäëîæèòå
ýôôåêòèâíûé àëãîðèòì, ïðîèçâîäÿùèé ðàçðåçàíèå äàííîãî êóñêà íà êóñêè ðàçìåðîì ai × bi
[äëÿ ðàçíûõ i, êóñîê îäíîãî ðàçìåðà ìîæåò âñòðå÷àòüñÿ íåîäíîêðàòíî, ñòîðîíû êóñêîâ ïàðàë-
ëåëüíû ñòîðîíàì äàííîãî êóñêà] òàê, ÷òîáû ñóììàðíàÿ ñòîèìîñòü ðàçðåçàííûõ êóñîê áûëà
ìàêñèìàëüíîé.
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