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1. (а) Приведите пример погружения многообразия в Rn, взаимно однозначного с образом,
но не являющегося вложением. (б) Приведите пример такого вложения, что образ не является
подмногообразием.

2. Докажите, что инъективное погружение компактного многообразия M в многообразие
N является вложением.

3. Опишите матрицы, составляющие касательные пространства к матричным единицам
многообразий (а) GL(n,R); (б) SL(n,R); (в) SO(n,R); (г) SU(n,C).

4. На многообразии M с локальными координатами q1, . . . , qn для векторных полей
X = X1(q) ∂

∂q1 + . . . + Xn(q) ∂
∂qn и Y = Y 1(q) ∂

∂q1 + . . . + Y n(q) ∂
∂qn и отображения потока Xt

поля X за время t найдите первый порядок по t в разложении в ряд по t поля

Y 1(Xt(q))
∂

∂(Xt(q))1
+ . . .+ Y n(Xt(q))

∂

∂(Xt(q))n
.

5. Пусть X, Y — векторные C∞-поля, определенные в окрестности p ∈M . Пусть g1 — ин-
тегральная кривая X, начинающаяся в p. Пусть для достаточно малого τ , g2 — интегральная
кривая поля Y , начинающаяся в g1(τ); g3 — интегральная кривая поля −X, начинающаяся в
g2(τ); g4 — интегральная кривая поля −Y , начинающаяся в g3(τ). Определим кривую γ для
достаточно малых τ следующим образом γ(τ2) = g4(τ). Докажите, что

[X,Y ](p) = lim
t→+0

γ̇(t).

6. Если M — компактное многообразие, а X — гладкое поле на нём, то действие Xt

является полным, то есть для каждой точки p ∈M интегральная кривая, проходящая через
эту точку, определена на всех t ∈ R.

7. Докажите, что если набор функций q1, . . . , qn можно выбрать координатами на области
U ⊂M , то [ ∂

∂qi ,
∂

∂qj ] = 0.

8. Пусть D — бесконечно малый параллелепипед, V (D) — его объём, X — гладкое век-
торное поле с преобразованием потока ϕt, тогда

V
(
ϕt(D)

)
= V (D) + V (D) divX(p) · t+ o(tV (D)), t→ 0,

где p — одна из вершин параллелепипеда. В ортонормированной системе координат (x, y, z)
дивергенция определяется как

divX =
∂X1

∂x
+
∂X2

∂y
+
∂X3

∂z
, X = (X1, X2, X3).

9. Для всяких двух точек x, y связного гладкого многообразияM существует диффеомор-
физм f такой, что f(x) = y.


