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Ëèíåéíûå ñèñòåìû. Âûïðÿìëåíèå âåêòîðíûõ ïîëåé
ñðîê ñäà÷è 29 íîÿáðÿ

Çàäà÷à 1. (1+1) Íàðèñóéòå îáðàç êâàäðàòà [0, 1]×[0, 1] ïîä äåéñòâèåì ïðåîáðàçîâàíèÿ ôàçîâîãî
ïîòîêà çà âðåìÿ t = 1 ñèñòåìû:

à)

{
ẋ = x− y,
ẏ = 2y,

á)

{
ẋ = 2y,

ẏ = x+ y.

Çàäà÷à 2. (1) Íàéäèòå îáú¼ì îáðàçà åäèíè÷íîãî êóáà ïîä äåéñòâèåì ïðåîáðàçîâàíèÿ ôàçîâîãî
ïîòîêà çà âðåìÿ t = 2 ñèñòåìû

ẋ = sin y + 3x, ẏ = cos z − 2y + x, ż = arctg x− 2y + 4z.

Çàäà÷à 3. (1+1) Âûïðÿìèòå íà ïëîñêîñòè âåêòîðíûå ïîëÿ:

à)
∂

∂x
+ y

∂

∂y
, á) (x+ y)

∂

∂x
+ 2

∂

∂y
.

Çàäà÷à 4. (1+2) Ìîæíî ëè âûïðÿìèòü (ïåðåâåñòè äèôôåîìîðôèçìîì â ∂/∂x) íà âñåé ïëîñêî-

ñòè âåêòîðíûå ïîëÿ: à) x
∂

∂x
− y ∂

∂y
, á) sinx

∂

∂x
+ cosx

∂

∂y
?

Çàäà÷à 5. (2+2) Ðàññìîòðèì ñëåäóþùèå âåêòîðíûå ïîëÿ íà ïðÿìîé:

∂

∂x
, sinx

∂

∂x
, 2 sinx

∂

∂x
, sin2 x

∂

∂x
, sin 2x

∂

∂x
.

Äëÿ êàæäîé ïàðû âåêòîðíûõ ïîëåé èç ýòîãî ñïèñêà âûÿñíèòå:
à) ìîæíî ëè ïåðåâåñòè èõ äðóã â äðóãà äèôôåîìîðôèçìîì ïðÿìîé;
á) ìîæíî ëè ñîïðÿ÷ü èõ ïîòîêè ãîìåîìîðôèçìîì ïðÿìîé (ñóùåñòâóåò ëè ãîìåîìîðôèçì h, äëÿ
êîòîðîãî h ◦ gtu(x) = gtv ◦ h(x) ïðè âñåõ t è x).
Óêàçàíèå. Ïîñìîòðèòå íà îñîáûå òî÷êè ýòèõ âåêòîðíûõ ïîëåé è íà ïîâåäåíèå ðåøåíèé ìåæäó
íèìè.

Çàäà÷à 6. (1+2+2+1) Àâòîíîìíîå äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå ẋ = v(x) èìååò ïåðèîäè÷åñêîå
ðåøåíèå: gt0(x0) = x0, t0 > 0. Ðàññìîòðèì äèôôåðåíöèàë dgt0|x0 : Tx0Rn → Tx0Rn îòîáðàæåíèÿ
ïîòîêà çà ïåðèîä.
à) Äîêàæèòå, ÷òî 1 � ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå ýòîãî ëèíåéíîãî îïåðàòîðà.
á) Ïóñòü M � (n− 1)-ìåðíàÿ ïîâåðõíîñòü â Rn, ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç òî÷êó x0, ïðè÷¼ì

Tx0M ⊕ 〈v(x0)〉 = Tx0Rn

(òîãäà ãîâîðÿò, ÷òî M òðàíñâåðñàëüíà ê âåêòîðíîìó ïîëþ v â x0). Ïóñòü òàêæå t0 �ìèíèìàëü-
íûé ïåðèîä x0 ïîä äåéñòâèåì ïîòîêà ýòîãî âåêòîðíîãî ïîëÿ. Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ âñåõ y ∈ M ,
äîñòàòî÷íî áëèçêèõ ê x0, ïîëóòðàåêòîðèÿ O+(y) = {gt(y), t > 0} ïåðåñå÷¼ò M , ïðè÷¼ì åñëè
τ(y)�ìîìåíò ïåðâîãî ïåðåñå÷åíèÿ c M , òî τ(y) ñòðåìèòñÿ ê t0 ïðè y → x0.
â) Ðàññìîòðèì îòîáðàæåíèå P (y) = gτ(y)(y). Äîêàæèòå, ÷òî â ìàëîé îêðåñòíîñòè x0 ýòî ëîêàëü-
íûé äèôôåîìîðôèçì M â ñåáÿ (åãî íàçûâàþò îòîáðàæåíèåì Ïóàíêàðå íà òðàíñâåðñàëè M).
ã) Êàê ñîîòíîñÿòñÿ äèôôåðåíöèàëû dP |x0 è dgt0|x0? Êàê ñâÿçàíû èõ ñïåêòðû?
Óêàçàíèå. Ïîëåçíî âûïðÿìèòü âåêòîðíîå ïîëå â îêðåñòíîñòè x0. Ê êàêîìó íàèáîëåå ïðîñòîìó
âèäó ìîæíî ïðèâåñòè ïðè ýòîì ïîâåðõíîñòü M?


