
Çàäà÷è ïî ãðóïïàì è àëãåáðàì Ëè
ëèñòîê 5, 04.12.2019

Äëÿ ïîëó÷åíèÿ îöåíêè 10 ïî äàííîìó ëèñòêó íåîáõîäèìî ñäàòü 80% ïóíêòîâ çàäà÷ (îñòàëüíûå
îöåíêè âûñ÷èòûâàþòñÿ ïðîïîðöèîíàëüíî). Äåäëàéí 20 äåêàáðÿ. Çàäà÷è, ñäàííûå ïîñëå äåäëàéíà,
ñòîÿò íà 25% ìåíüøå. Èòîãîâàÿ îöåíêà âû÷èñëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå 0.6 ñðåäíåé îöåíêè çà ëèñòêè è
êîíòðîëüíóþ + 0.4 îöåíêè çà ýêçàìåíàöèîííóþ ðàáîòó.

1. Ïóñòü T � ïðåäñòàâëåíèå ãðóïïû U(N) â êîíå÷íîìåðíîì ïðîñòðàíñòâå V . Äâîéñòâåííîå ê íåìó
ïðåäñòàâëåíèå T ′ ïî îïðåäåëåíèþ çàäàåòñÿ äâîéñòâåííûì äåéñòâèåì â ïðîñòðàíñòâå V ′ ëèíåéíûõ
ôóíêöèîíàëîâ íà V .
à) Äîêàæèòå, ÷òî åñëè T íåïðèâîäèìî, òî T ′ òàêæå íåïðèâîäèìî.
á) Ïóñòü T íåïðèâîäèìî è èìååò ñòàðøèé âåñ (λ1, . . . , λN). Äîêàæèòå, ÷òî ñòàðøèé âåñ ïðåäñòàâëå-

íèÿ T ′ ðàâåí (−λN , . . . ,−λ1).

2. Ïóñòü T � ïðåäñòàâëåíèå ãðóïïû U(N) â êîíå÷íîìåðíîì ïðîñòðàíñòâå è T ′ � äâîéñòâåííîå ê íåìó.
Íàéäèòå ñâÿçü ìåæäó õàðàêòåðàìè ïðåäñòàâëåíèé T è T ′.

3. Ðàññìîòðèì òàâòîëîãè÷åñêîå ïðåäñòàâëåíèå T àëãåáðû Ëè gl(N,C) â ïðîñòðàíñòâå CN . Îïðåäåëèòå
ñîîòâåòñòâóþùåå ïðåäñòàâëåíèå Tk â ïðîñòðàíñòâå S

kCN � k-é ñèììåòðè÷åñêîé ñòåïåíè ïðîñòðàíñòâà
CN , ãäå k = 0, 1, 2, . . . . Äîêàæèòå, ÷òî Tk íåïðèâîäèìî.

4. Êàêîâ ñòàðøèé âåñ ïðåäñòàâëåíèÿ Tk èç çàäà÷è 3?

5. Îáîçíà÷èì ÷åðåç χk(z1, . . . , zN) õàðàêòåð ïðåäñòàâëåíèÿ Tk èç çàäà÷è 3. Äîêàæèòå, ÷òî

χk(z1, . . . , zN) =
∑

k1,...,kN≥0, k1+···+kN=k

zk11 . . . zkNN

è âûâåäèòå îòñþäà òîæäåñòâî (ïðîèçâîäÿùèé ðÿä)
∞∑
k=0

χk(z1, . . . , zN)w
k =

∞∏
i=1

1

1− ziw
.

6. Ðàññìîòðèì ñóæåíèå ïðåäñòàâëåíèÿ Tk (çàäà÷à 3) íà ïîäàëãåáðó gl(N −1,C) ⊂ gl(N,C), ãäå N ≥ 2.
Îïèøèòå åãî ðàçëîæåíèå íà íåïðèâîäèìûå ïðåäñòàâëåíèÿ.

7. Ðàññìîòðèì íåïðèâîäèìûå ïðåäñòàâëåíèÿ V0, V1, V2, . . . àëãåáðû Ëè sl(2,C) (íàïîìíèì, ÷òî dimVn =
n+ 1). Äîêàæèòå, ÷òî

Vn ⊗ Vm ∼ V|n−m| ⊕ V|n−m+2| ⊕ · · · ⊕ Vn+m.
Óêàçàíèå: âîñïîëüçóéòåñü ôîðìóëîé äëÿ õàðàêòåðà

χVn(z) =
zn+1 − z−n−1

z − z−1
.

8. Îáîçíà÷èì ÷åðåç L àëãåáðó ïîëèíîìîâ Ëîðàíà f(z) îò ïåðåìåííîé z íàä ïîëåì C, òàêèõ, ÷òî
f(z) = f(z−1). Äîêàæèòå, ÷òî õàðàêòåðû íåïðèâîäèìûõ ïðåäñòàâëåíèé àëãåáðû Ëè sl(2,C) îáðàçóþò
áàçèñ â L.

9. Ââåäåì â ïðîñòðàíñòâî L (çàäà÷à 8) ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå ïî ôîðìóëå

(f, g) :=
1

4π

∫ π

−π
f(z)g(z)|z − z−1|2dθ, z = eiθ.

Äîêàæèòå, ÷òî õàðàêòåðû íåïðèâîäèìûõ ïðåäñòàâëåíèé àëãåáðû Ëè sl(2,C) ïîïàðíî îðòîãîíàëüíû
îòíîñèòåëüíî ýòîãî ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ è èìåþò íîðìó 1.

10. Âû÷èñëèòå êðàòíîñòü âõîæäåíèÿ òðèâèàëüíîãî ïðåäñòàâëåíèÿ V0 àëãåáðû Ëè sl(2,C) â ðàçëî-
æåíèè ïðåäñòàâëåíèÿ V ⊗k1 = V1 ⊗ · · · ⊗ V1 (k-êðàòíîå òåíçîðíîå ïðîèçâåäåíèå). Óêàçàíèå: ïðèìåíèòå
ðåçóëüòàò çàäà÷è 9.
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