
Çàäà÷è äëÿ ïîäãîòîâêè ê ýêçàìåíó ïî ãðóïïàì è àëãåáðàì Ëè

Ýêçàìåí ñîñòîèòñÿ âî âòîðíèê 17 äåêàáðÿ ñ 10:30 äî 13:30 â àóä. 108. Â êàæäîì âàðèàíòå áóäóò
çàäà÷è, ïîõîæèå íà íåêîòîðûå èç ïðèâåäåííûõ íèæå.

1. Ïóñòü G � ãðóïïà îðòîãîíàëüíûõ ëèíåéíûõ ïðåîáðàçîâàíèé Rn , ñîõðàíÿþùèõ óïîðÿäî÷åííóþ
ïàðó âëîæåííûõ (îäíî â äðóãîå) ïîäïðîñòðàíñòâ ðàçìåðíîñòåé 2 è 4 . à) Íàéäèòå ðàçìåðíîñòü
ãðóïïû Ëè G . á) Íàéäèòå ÷èñëî êîìïîíåíò ñâÿçíîñòè ýòîé ãðóïïû Ëè.
2. à) Íàéäèòå âñå ñâÿçíûå ïîäãðóïïû Ëè â ãðóïïå àôôèííûõ ïðåîáðàçîâàíèé ïðÿìîé R . á) Êàêèå
èç íèõ íîðìàëüíû?
3.Íàéäèòå âñå èäåàëû (ò.å. ïîäïðîñòðàíñòâà â àëãåáðå Ëè, çàìêíóòûå îòíîñèòåëüíî âñåõ îïåðàòîðîâ
adx) à) àëãåáðû Ëè ñòðîãî âåðõíåòðåóãîëüíûõ ìàòðèö 3×3 ; á) àëãåáðû Ëè ãðóïïû äâèæåíèé âåùå-
ñòâåííîé ïëîñêîñòè.
4. Íàéäèòå îáðàç ýêñïîíåíöèàëüíîãî îòîáðàæåíèÿ äëÿ ãðóïïû Ëè èç çàäà÷è 1 ïðè n = 5 .
5. à) Íàéäèòå öåíòð óíèâåðñàëüíîé îáåðòûâàþùåé òðåõìåðíîé àëãåáðû Ëè a , çàäàííîé â áàçèñå
êàê [x1, x2] = 2x2, [x1, x3] = −x3 + x2, [x2, x3] = 0 . á) Óêàæèòå êàêóþ-íèáóäü ãðóïïó Ëè ñ òàêîé
àëãåáðîé Ëè. â) Âûïèøèòå ëåâîèíâàðèàíòíûå âåêòîðíûå ïîëÿ íà ýòîé ãðóïïå Ëè, ñîîòâåòñòâóþ-
ùèå x1, x2, x3 â êàêèõ-íèáóäü êîîðäèíàòàõ â îêðåñòíîñòè åäèíèöû. ã) Âûïèøèòå ìåðó Õààðà íà ýòîé
ãðóïïå Ëè â êàêèõ-íèáóäü êîîðäèíàòàõ â îêðåñòíîñòè åäèíèöû. ä) Ìîæåò ëè òàêàÿ ãðóïïà áûòü
êîìïàêòíîé?
6. Ïóñòü Vλ � íåïðèâîäèìîå ïðåäñòàâëåíèå àëãåáðû Ëè sl2 ñî ñòàðøèì âåñîì λ . Ðàçëîæèòå â
ïðÿìóþ ñóììó íåïðèâîäèìûõ ïðåäñòàâëåíèå à) S2(V5) ; á) Λ3(V5) .
7. Ïóñòü E,H,F � ñòàíäàðòíûé áàçèñ àëãåáðû Ëè sl2(C) . Íàéäèòå âñå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ
ýëåìåíòà E2F 2H2 + E3H3 ∈ U(sl2) â ïðåäñòàâëåíèè àëãåáðû Ëè sl2 ñî ñòàðøèì âåñîì 6 .
8. Ïóñòü E,H,F � ñòàíäàðòíûé áàçèñ àëãåáðû Ëè sl2(C) . Íàéäèòå âñå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ
ýëåìåíòà E ⊗ F + F ⊗E + 1

2H ⊗H â òåíçîðíîì ïðîèçâåäåíèè V5 ⊗ V4 ïðåäñòàâëåíèé àëãåáðû Ëè
sl2 .

9.Íàéäèòå âñå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ýëåìåíòà óíèâåðñàëüíîé îáåðòûâàþùåé àëãåáðû
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U(gl3) â òåíçîðíîì êâàäðàòå òàâòîëîãè÷åñêîãî ïðåäñòàâëåíèÿ C3 ⊗ C3 .
10. à) Âû÷èñëèòå õàðàêòåð íåïðèâîäèìîãî ïðåäñòàâëåíèÿ óíèòàðíîé ãðóïïû U4 ñî ñòàðøèì âåñîì
λ = (3, 2, 1, 0) . á) Âûðàçèòå ýòîò õàðàêòåð ÷åðåç ýëåìåíòàðíûå ñèììåòðè÷åñêèå ôóíêöèè.

11. Àëãåáðà Ëè sl2 äåéñòâóåò íà ïðîñòðàíñòâå C[x] îïåðàòîðàìè E : f(x) 7→ 1
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2f(x) à) Ïîêàæèòå, ÷òî ýòî äåéñòâèòåëüíî ïðåäñòàâëåíèå àëãåáðû
Ëè sl2 . á) ßâëÿåòñÿ ëè îíî íåïðèâîäèìûì?
12. Íàéäèòå êðàòíîñòü âåñà (2, 2, 2) â ïðåäñòàâëåíèè óíèòàðíîé ãðóïïû U3 ñî ñòàðøèì âåñîì
λ = (4, 2, 0) .
13. Íàéäèòå ðàçìåðíîñòè íåïðèâîäèìûõ êîìïîíåíò â ðàçëîæåíèè íà íåïðèâîäèìûå ïðåäñòàâëåíèÿ
U3 â ïðîñòðàíñòâå S2C3 ⊗ C3 .


