
Ñïèñîê çàäà÷ (äîìàøíèå çàäàíèÿ)

Â çàäà÷àõ èñïîëüçóþòñÿ îáîçíà÷åíèÿ èç ëåêöèé. Â ÷àñòíîñòè, X = {1, . . . , L}
îáîçíà÷àåò ìíîæåñòâî ñîñòîÿíèé ìàðêîâñêîé öåïè. ÌÖ = ìàðêîâñêàÿ öåïü, à ÌÏÂ
= ìàòðèöà ïåðåõîäíûõ âåðîÿòíîñòåé.

Çàäà÷è êî âòîðîé ëåêöèè (04.10.2019) 1:

1. Ïóñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí ξ1, . . . , ξT îáðàçóåò ÌÖ ñ ïåðåõîäíûìè
âåðîÿòíîñòÿìè pn(i, j). Äîêàæèòå, ÷òî P(ξk = a|ξk−1 = b) = pk(b, a), äëÿ âñåõ
1 ≤ k ≤ T è a, b ∈ X, òàêèõ ÷òî P(ξk−1 = b) > 0.

2. Äîêàæèòå óòâåðæäåíèå 2 èç ëåêöèé: ïóñòü ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû ξ0, . . . , ξT îáðàçóþò
ÌÖ. Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ âñåõ 1 ≤ k ≤ T è i0, . . . , ik ∈ X èìååì P(ξ0 = i0, . . . , ξk =

ik) = p
(0)
i0
p1(i0, i1)p2(i1, i2) . . . pk(ik−1, ik).

3. Íàïîìíèì ôîðìóëèðîâêó ëåììû 3 èç ëåêöèé.

Ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ ýêâèâàëåíòíû:

à) Ìàòðèöà A � ñòîõàñòè÷åñêàÿ.

á) 1. Af t ≥ 0 äëÿ âñåõ f ≥ 0. 2. A1 = 1, ãäå 1 = (1, . . . , 1)t.

â) Åñëè µ � ðàñïðåäåëåíèå âåðîÿòíîñòåé (ò.å. µ = (µ1, . . . , µL), µi ≥ 0 è∑L
j=1 µj = 1), òî µA � òîæå ðàñïðåäåëåíèå âåðîÿòíîñòåé.

Äîêàæèòå èìïëèêàöèè á) ⇒ a) è â) ⇒ à).

4. Ïóñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí ξ0, . . . , ξT îáðàçóåò ÌÖ, f �ôóíêöèÿ
f : X 7→ X. Âåðíî ëè, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü f(ξ0), . . . , f(ξT ) îáðàçóåò ÌÖ?
Âåðíî ëè, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ξT , . . . , ξ0 îáðàçóåò ÌÖ?

Çàäà÷è ê òðåòüåé ëåêöèè (11.10.2019):

1. Ïóñòü ξ0, . . . , ξT �ÌÖ ñ ìíîæåñòâîì ñîñòîÿíèéX = {1, 2, 3}, ìàòðèöåé ïåðåõîäíûõ

âåðîÿòíîñòåéA =

 0 3/4 1/4
2/3 0 1/3
1 0 0

 è íà÷àëüíûì ðàñïðåäåëåíèåì p(0) = (1/3, 1/6, 1/2).

Íàéäèòå à) p(2) á) P(ξ1 = 3, ξ3 = 2).

2. Ïóñòü x ∈ R, η0 = x, a η1, η2, . . . � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íåçàâèñèìûõ îäèíàêîâî
ðàñïðåäåëåííûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí P(ηi = 1) = 1/2 = P(ηi = −1). Ïîëîæèì
ξj =

∑j
i=0 ηi.

a) Áóäåò ëè ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (|ξj|)j≥0 îáðàçîâûâàòü ÌÖ â ñëó÷àå x = 0?

á) À åñëè x 6= 0?

1Îòñ÷åò âåäåòñÿ áåç ó÷åòà ïåðâûõ äâóõ ëåêöèé ïî îñíîâàì ÒÂ
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Çàäà÷è ê ÷åòâåðòîé ëåêöèè (18.10.2019):

1. Âû÷èñëèòü ïåðåõîäíûå âåðîÿòíîñòè pij = P(ξn+1 = j|ξn = i) â ìîäåëè Ãàëüòîíà-
Âàòñîíà, åñëè P(ηin = 0) = p, P(ηin = 2) = 1− p, ãäå 0 < p < 1.

2. Ïóñòü Π =

(
1− a a
b 1− b

)
. Äîêàçàòü, ÷òî åñëè a + b 6= 0, òî Πn = (a + b)−1Π̂ +

(1− a− b)n(a+ b)−1Π̃, ãäå Π̂ =

(
b a
b a

)
è Π̃ =

(
a −a
−b b

)
.

3. Ïðèäóìàòü (îäíîðîäíóþ) ÌÖ, èìåþùóþ êîíòèíóóì ñòàöèîíàðíûõ ñîñòîÿíèé.

Çàäà÷è ê ïÿòîé ëåêöèè (25.10.2019):

1. Äîêàæèòå óòâåðæäåíèå 14: ïóñòü µ, ν � ïðîèçâîëüíûå ðàñïðåäåëåíèÿ. Òîãäà
dvar(µ, ν) =

∑
j∈J(µj − νj), ãäå J = {j : µj > νj}.

Íàïîìíþ, ÷òî âàðèàöèîííîå ðàññòîÿíèå ìåæäó ðàñïðåäåëåíèÿìè îïðåäåëÿåòñÿ
ôîðìóëîé dvar(µ, ν) = 1

2

∑L
i=1 |µi − νi|.

2. Ðàññìîòðèì ñëó÷àéíîå áëóæäàíèå íà ìíîæåñòâå ñîñòîÿíèé {1, . . . , L}, çàäàííîå
âåðîÿòíîñòÿìè ïåðåõîäà pii+1 = p è pii−1 = 1 − p äëÿ 2 ≤ i ≤ L − 1, p12 = a,
p11 = 1− a è pLL−1 = b, pLL = 1− b äëÿ êàêèõ-íèáóäü 0 < p < 1 è 0 < a, b ≤ 1, à
äëÿ îñòàëüíûõ i, j âûïîëíåíî pij = 0.

a) Äîêàæèòå, ÷òî ñîîòâåòñòâóþùàÿ ìàòðèöà ïåðåõîäíûõ âåðîÿòíîñòåé ýðãîäè÷íà
òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà âûïîëíåíî õîòÿ áû îäíî èç íåðàâåíñòâ a < 1 èëè
b < 1.

b) Äëÿ ïðîèçâîëüíûõ a, b, p êàê âûøå íàéäèòå ñòàöèîíàðíîå ñîñòîÿíèå. Åäèíñòâåííî
ëè îíî?

Çàäà÷è ê ñåäüìîé ëåêöèè (15.11.2019):
Â ñëåäóþùèõ çàäà÷àõ ðàññìàòðèâàþòñÿ òîëüêî îäíîðîäíûå ÌÖ.

1. Ðàññìîòðèì ñëåäóþùèå ÌÏÂ:

a)

0 1 0
0 0 1
1 0 0

 , b)

 0 1 0
0 0 1

0.9 0.1 0

 , c)

0 1 0
0 0 1
0 0 1

 , d)

 1 0 0
1/2 0 1/2
0 0 1

 .

ßâëÿþòñÿ ëè îíè ýðãîäè÷åñêèìè? ßâëÿþòñÿ ëè ÌÖ ñ òàêèìèÌÏÂ ýðãîäè÷åñêèìè?

Íàïîìèíàíèå:

ÌÏÂ Π íàçûâàåòñÿ ýðãîäè÷åñêîé, åñëè ñóùåñòâóåò k ∈ N, òàêîå ÷òî âñå
ýëåìåíòû ìàòðèöû Πk ñòðîãî ïîëîæèòåëüíû. Äðóãèìè ñëîâàìè, åñëè äëÿ
ÌÖ ñ ÌÏÂ Π çà k øàãîâ ìîæíî ïîïàñòü èç ëþáîãî ñîñòîÿíèÿ â ëþáîå.

ÌÖ íàçûâàåòñÿ ýðãîäè÷åñêîé, åñëè äëÿ íåå âûïîëíåíû óòâåðæäåíèÿ ýðãîäè÷åñêîé
òåîðåìû, êðîìå óòâåðæäåíèÿ, ÷òî πj > 0 äëÿ âñåõ j, ãäå π � ñòàöèîíàðíîå
ñîñòîÿíèå.

2



2. Âåðíî ëè, ÷òî âñÿêàÿ ÌÖ, èìåþùàÿ åäèíñòâåííîå ñòàöèîíàðíîå ñîñòîÿíèå,
ýðãîäè÷íà?

3. Ïðèâåñòè ïðèìåð ÌÖ ξ0, ξ1, ξ2, . . ., òàêîé ÷òî îíà íå ýðãîäè÷íà, íî äëÿ íåå
âûïîëíåí ÇÁ× (â òîì âèäå, â êîòîðîì îí äîêàçûâàëñÿ íà ëåêöèè).

Óêàçàíèå: ïîæàëóé, çäåñü óäîáíåå èñêàòü ïðèìåð, äëÿ êîòîðîãî âûïîëíåí
óñèëåííûé ÇÁ×: P( 1

n

∑n
k=0 f(ξk) → 〈π, f〉) = 1. Òî åñòü, âìåñòî ñõîäèìîñòè

ïî âåðîÿòíîñòè èìååò ìåñòî ñõîäèìîñòü ïî÷òè íàâåðíîå. Óñèëåííûé ÇÁ×
âëå÷åò îáû÷íûé, òàê êàê ñõîäèìîñòü ïî÷òè íàâåðíîå âëå÷åò ñõîäèìîñòü ïî
âåðîÿòíîñòè.

4. Ïðèâåñòè ïðèìåð ÌÖ ξ0, ξ1, ξ2, . . ., òàêîé ÷òî äëÿ íåå íå âûïîëíåí ÇÁ×. Òî åñòü,
ñóùåñòâóåò ôóíêöèÿ f , äëÿ êîòîðîé ïðåäåë ïîñëåäîâàòåëüíîñòè 1

n

∑n
k=0 f(ξk)

ëèáî íå ñóùåñòâóåò, ëèáî çàâèñèò îò íà÷àëüíîãî óñëîâèÿ.

5. Ðàññìîòðèì ÌÖ ξ0, ξ1, . . . c ìíîæåñòâîì ñîñòîÿíèé {1, . . . , L}, L ≥ 2, òàêóþ ÷òî
p11 = 1. Äîïóñòèì, ÷òî äëÿ êàæäîãî ñîñòîÿíèÿ 2 ≤ i ≤ L ñóùåñòâóåò ki ≥ 1,
òàêîå ÷òî p

(ki)
i1 > 0 � âåðîÿòíîñòü ïåðåéòè èç ñîñòîÿíèÿ i â ñîñòîÿíèå 1 çà ki

øàãîâ ïîëîæèòåëüíà.

à) Ïîêàæèòå, ÷òî ÌÏÂ òàêîé ÌÖ íå ìîæåò áûòü ýðãîäè÷åñêîé.

á) Äîêàæèòå, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (p
(m)
i1 )m≥0 íå óáûâàåò. Â ÷àñòíîñòè, p

(n)
i1 ≥

δ äëÿ âñåõ n ≥ k, ãäå k = maxi ki, à δ = mini p
(ki)
i1 > 0.

â) Èñïîëüçóÿ ïðåäûäóùèé ïóíêò, äîêàæèòå, ÷òî P(ξk 6= 1) ≤ 1 − δ, ãäå k è δ
îïðåäåëåíû â ïðåäûäóùåì ïóíêòå.

ã) Ïîêàæèòå, ÷òî P(ξmk 6= 1) ≤ (1− δ)m äëÿ ëþáîãî m ≥ 1.

ä) Ïîêàæèòå, ÷òî P(∃k ≥ 0 : ξn = 1∀n ≥ k) = 1.

å) Ïîêàæèòå, ÷òî òàêàÿ ÌÖ ýðãîäè÷íà: ñóùåñòâóþò ïîñòîÿííûå 0 < λ < 1 è

C > 0, òàêèå ÷òî |p(n)i − δi1| ≤ Cλn äëÿ ëþáîãî íà÷àëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ p(0),
ãäå δi1 � ñèìâîë Êðîíåêåðà, è ÷òî π = (1, 0, . . . , 0) � åäèíñòâåííîå ñòàöèîíàðíîå
ñîñòîÿíèå ÌÖ.

6. Íåîáÿçàòåëüíàÿ çàäà÷à (äîïîëíÿþùàÿ ïðåäûäóùóþ). ÐàññìîòðèìÌÖ ξ0, ξ1, . . .,
c ìíîæåñòâîì ñîñòîÿíèé {1, . . . , L}, L ≥ 2, òàêóþ ÷òî p11 = 1 è p22 = 1.
Äîïóñòèì, ÷òî äëÿ êàæäîãî ñîñòîÿíèÿ 3 ≤ i ≤ L ñóùåñòâóåò ki ≥ 1, òàêîå
÷òî õîòÿ áû îäíà èç âåðîÿòíîñòåé p

(ki)
i1 ëèáî p

(ki)
i2 ïîëîæèòåëüíà. Ïîêàæèòå, ÷òî

òàêàÿ ÌÖ íå ìîæåò áûòü ýðãîäè÷åñêîé. Äîêàæèòå, ÷òî

P(∃k ≥ 0 : ξn = 1∀n ≥ k or ξn = 2∀n ≥ k) = 1.

Çàäà÷è ê âîñüìîé è äåâÿòîé ëåêöèè (22.11.2019):
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1. Ðàññìîòðèì ÌÖ ñ ìàòðèöåé ïåðåõîäíûõ âåðîÿòíîñòåé Π = (pij). Äîêàæèòå,
÷òî åñëè âûïîëíåíî ñîîòíîøåíèå

πipij = πjpji ∀i, j,

òî π � ñòàöèîíàðíîå ñîñòîÿíèå ýòîé ÌÖ.

2. Ñ ïîìîùüþ àëãîðèòìà Ìåòðîïîëèñà-Õàñòèíãñà ïîñòðîéòå ýðãîäè÷åñêóþ ÌÖ (ñ
òðåìÿ ñîñòîÿíèÿìè), òàêóþ ÷òî ðàñïðåäåëåíèå π = (7/15, 1/5, 1/3) ÿâëÿåòñÿ åå
(åäèíñòâåííûì) ñòàöèîíàðíûì ñîñòîÿíèåì. Ïðÿìûì âû÷èñëåíèåì óáåäèòåñü,
÷òî π � äåéñòâèòåëüíî åå ñòàöèîíàðíîå ñîñòîÿíèå.

3. Äîêàæèòå âòîðóþ ÷àñòü ïåðâîãî ïóíêòà òåîðåìû Ïåððîíà-Ôðîáåíèóñà. À èìåííî,
ïóñòü ìàòðèöà A = (aij) > 0 â òîì ñìûñëå, ÷òî aij > 0 äëÿ âñåõ i, j. Äîêàæèòå,
÷òî ñóùåñòâóåò λ > 0 è âåêòîð-ñòðîêà f , òàêèå ÷òî fA = λf è fj > 0 äëÿ âñåõ j
(ò.å. f � ïîëîæèòåëüíûé ëåâûé ñîáñòâåííûé âåêòîð ñ ñîáñòâåííûì çíà÷åíèåì
λ).

Çàäà÷è ê äåñÿòîé ëåêöèè (6.12.2019):

1. Äîêàæèòå âòîðîé ïóíêò òåîðåìû Ïåððîíà-Ôðîáåíèóñà î åäèíñòâåííîñòè ïîëîæèòåëüíîãî
ñîáñòâåííîãî âåêòîðà: ïóñòü ìàòðèöà A = (aij) > 0 â òîì ñìûñëå, ÷òî aij > 0
äëÿ âñåõ i, j. Òîãäà, åñëè âåêòîð-ñòðîêà v óäîâëåòâîðÿåò ñîîòíîøåíèÿì vj > 0
∀j è vA = µv äëÿ íåêîòîðîãî µ ∈ C, òî µ = λ è v = cf , ãäå c � êîíñòàíòà, à λ è
f � ñîáñòâåííîå ÷èñëî è ëåâûé ñîáñòâåííûé âåêòîð èç ïîñëåäíåé çàäà÷è ê 8-9
ëåêöèÿì. Äîêàæèòå àíàëîãè÷íûé ðåçóëüòàò äëÿ ïðàâîãî ñîáñòâåííîãî âåêòîðà.

Óêàçàíèå: ìîæíî ïîëüçîâàòüñÿ ïóíêòîì 3 òåîðåìû Ïåððîíà-Ôðîáåíèóñà.

2. Ïðè äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû Ïåððîíà-Ôðîáåíèóñà ìû ïîëüçîâàëèñü ýðãîäè÷åñêîé
òåîðåìîé. Â ýòîé çàäà÷å ïðåäëàãàåòñÿ äîêàçàòü îáðàòíîå óòâåðæäåíèå, ñîñòîÿùåå
â òîì, ÷òî òåîðåìà Ï-Ô âëå÷åò ýðãîäè÷åñêóþ òåîðåìó (òåîðåìó Ï-Ô ìîæíî
äîêàçàòü è áåç èñïîëüçîâàíèÿ ýðãîäè÷åñêîé òåîðåìû).

Ðàññìîòðèì ÌÖ ñ ÌÏÂ Π = (pij) è äîïóñòèì, ÷òî äëÿ ìàòðèöû Π âûïîëíåíî
óòâåðæäåíèå òåîðåìû Ïåððîíà-Ôðîáåíèóñà. Äîêàæèòå, ÷òî òîãäà ÌÖ ýðãîäè÷íà,
â òîì ñìûñëå, ÷òî äëÿ ëþáîãî íà÷àëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ p(0) âûïîëíåíî p(n) →
f ïðè n→∞, ãäå f � ëåâûé ñîáñòâåííûé âåêòîð ìàòðèöû Π (íîðìèðîâàííûé
òàê, ÷òî

∑
j fj = 1). Ïîêàæèòå, ÷òî f � åäèíñòâåííîå ñòàöèîíàðíîå ñîñòîÿíèå

ÌÖ.

3. Ïóñòü A � ñòîõàñòè÷åñêàÿ ìàòðèöà ðàçìåðà L × L. Ïîêàçàòü, ÷òî λ1 = 1
ÿâëÿåòñÿ åå ñîáñòâåííûì çíà÷åíèåì, à îñòàëüíûå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ λ2, . . . , λL
ïî ìîäóëþ íå ïðåâîñõîäÿò 1. Ïîêàçàòü, ÷òî åñëè âñå ñîáñòâåííûå ÷èñëà λ1, . . . , λL
ðàçëè÷íû, òî ýëåìåíòû a

(k)
ij ìàòðèöû Ak äîïóñêàþò ïðåäñòàâëåíèå

a
(k)
ij = qj + cij(2)λk2 + . . .+ cij(L)λkL,
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ãäå ïîñòîÿííûå qj, cij(2), . . . , cij(L) âûðàæàþòñÿ ÷åðåç ýëåìåíòû ìàòðèöû A

Èç ýòîãî ïîäõîäà, â ÷àñòíîñòè, ñëåäóåò, ÷òî ïðè |λ2|, . . . , |λL| < 1 ñóùåñòâóåò

ïðåäåë a
(k)
ij → qj ïðè k →∞, íå çàâèñÿùèé îò i. Îòñþäà ñëåäóåò ýðãîäè÷íîñòü

ÌÖ ñ ÌÏÂ A.
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