
Êîíñòðóêòèâíûå ìåòîäû �óíêöèîíàëüíîãî àíàëèçà.

Ëèñòîê 3.

Cðîê ñäà÷è - 26 ìàÿ.

1. Ïóñòü A � îïåðàòîð óìíîæåíèÿ íà íåïðåðûâíóþ âåùåñòâåííóþ �óíêöèþ a(x) â ïðî-

ñòðàíñòâå L2(0, 1). Äîêàçàòü, ÷òî A � ñàìîñîïðÿæåííûé îïåðàòîð è íàéòè ñïåêòð A.

2. Ïóñòü A = d/dx îïåðàòîð â L2((0,∞), dx) ñ îáëàñòüþ îïðåäåëåíèÿ D(A) = {ϕ ∈
D(R)| suppϕ ⊂ (0,∞)}. Íàéòè A∗

è D(A∗).

3. Ïóñòü f ∈ L1(R, dx). Íàéòè ñïåêòð îïåðàòîðà ñâåðòêè, (Sfϕ)(x) =
∫
dy f(x − y)ϕ(y), â

ïðîñòðàíñòâå L2(R, dx).

4. Ïóñòü A � ñàìîñîïðÿæåííûé îïåðàòîð à I � åäèíè÷íûé îïåðàòîð.

• (a) Äîêàçàòü, ÷òî îïåðàòîð (A + iI)(A− iI)−1 = U óíèòàðåí.

• (b) Äîêàçàòü, ÷òî Ker(U − I) = {0}

5. Ïóñòü U óíèòàðíûé îïåðàòîð, äëÿ êîòîðîãî Ker(U − I) = {0}. Äîêàçàòü, ÷òî îïåðàòîð

A = i(U + I)(U − I)−1
ñ îáëàñòüþ îïðåäåëåíèÿ D(A) = Ran(U − I) ñàìîñîïðÿæåí, ãäå Ran

îáîçíà÷àåò îáðàç îïåðàòîðà.

6. Âû÷èñëèòü îïåðàòîð A â óñëîâèÿõ çàäà÷è (5), åñëè U � îïåðàòîð ñäâèãà íà 1 â ℓ2(Z).

7. Äîêàçàòü, ÷òî ñïåêòð ñàìîñîïðÿæåííîãî îïåðàòîðà ëåæèò íà âåùåñòâåííîé îñè.

8. Äîêàçàòü, ÷òî ñàìîñîïðÿæåííûé îïåðàòîð A íå èìååò ñèììåòðè÷åñêèõ ðàñøèðåíèé,

îòëè÷íûõ îò A.

9. Ïðèâåñòè ê âèäó óìíîæåíèÿ íà �óíêöèþ îïåðàòîð ñâåðòêè Sf (ñì. çàäà÷ó (3)), ãäå

f ∈ L1(R, dx). Äëÿ êàêèõ �óíêöèé ýòîò îïåðàòîð ñàìîñîïðÿæåí?

10. Äîêàçàòü, ÷òî îïåðàòîð êîíå÷íîé ðàçíîñòè ∆hϕ(x) ≡
1

h
[ϕ(x+h)−ϕ(x) ÿâëÿåòñÿ �óíê-

öèåé îò îïåðàòîðà äè��åðåíöèðîâàíèÿ.

11. Íàéòè ÿâíî îïåðàòîð f(A) = eaA
2

, a > 0, A = d/dx â L2(R, dx) ñ îáëàñòüþ îïðåäåëåíèÿ

D(A) = {ϕ ∈ L2(R, dx), ϕ′ ∈ L2(R, dx).

12. Ïóñòü îïåðàòîð A â L2(R, dx) ñîâïàäàåò ñ id/dx íà îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ D(A) = {ϕ ∈
L2(R, dx), ϕ′ ∈ L2(R, dx)}. Âû÷èñëèòü ÿâíî f(A), åñëè

• (a) f(t) = eiat, a ∈ R;

• (b) f(t) =
sin iat

ia
, a ∈ R;

• (a) f(t) =
1

a2 + t2
, a ∈ R.


