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ìÉÓÔÏË 1. íÎÏÖÅÓÔ×Á, ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ, ×ÙÓËÁÚÙ×ÁÎÉÑ.

ìÉÓÔÏË ÍÏÖÎÏ ÓÄÁÔØ ÔÏÌØËÏ ÃÅÌÉËÏÍ ÚÁ ÏÄÉÎ ÒÁÚ, ÐÒÉ ÜÔÏÍ ÐÅÒÅÄ ÓÄÁÞÅÊ ÌÉÓÔËÁ
ÓÔÕÄÅÎÔ ÄÏÌÖÅÎ ÏÂßÑ×ÉÔØ ÎÏÍÅÒÁ ÚÁÄÁÞ, ËÏÔÏÒÙÅ ÏÎ ÕÍÅÅÔ ÒÅÛÁÔØ. (ëÁÖÄÙÊ ÐÕÎËÔ
ÏÃÅÎÉ×ÁÅÔÓÑ ÏÔÄÅÌØÎÏ, ÐÕÎËÔ ÓÏ Ú×ÅÚÄÏÞËÏÊ ÓÞÉÔÁÅÔÓÑ Ó ÕÄ×ÏÅÎÎÙÍ ×ÅÓÏÍ. úÁÄÁÞÉ,
ÕÓÐÅÛÎÏ ÒÁÓÓËÁÚÁÎÎÙÅ Õ ÄÏÓËÉ ÎÁ ÓÅÍÉÎÁÒÅ, ÏÂßÑ×ÌÑÔØ ÎÅ ÎÁÄÏ.) óÄÁÞÁ ÌÉÓÔËÁ ÓÏ-
ÓÔÏÉÔ × ÒÁÓÓËÁÚÅ ÒÅÛÅÎÉÊ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ ÚÁÄÁÞ ÉÚ ÜÔÏÇÏ ÓÐÉÓËÁ ÎÁ ×ÙÂÏÒ ÐÒÅÐÏÄÁ×ÁÔÅÌÑ
| ÌÉÓÔÏË ÓÞÉÔÁÅÔÓÑ ÓÄÁÎÎÙÍ, ÅÓÌÉ ×ÓÅ ÒÅÛÅÎÉÑ ÒÁÓÓËÁÚÁÎÙ ×ÅÒÎÏ. ðÏ×ÔÏÒÎÁÑ ÐÏ-
ÐÙÔËÁ ÓÄÁÞÉ ÌÉÓÔËÁ ×ÏÚÍÏÖÎÁ, ÎÏ ÎÅ ÒÁÎÅÅ, ÞÅÍ ÎÁ ÓÌÅÄÕÀÝÉÊ ÄÅÎØ. ïÃÅÎËÁ ÚÁ ÌÉÓÔÏË
×ÙÞÉÓÌÑÅÔÓÑ ÐÏ ÞÉÓÌÕ X ÏÂßÑ×ÌÅÎÎÙÈ ÚÁÄÁÞ ÐÏ ÆÏÒÍÕÌÅ X − 4− 2N + 3k. úÄÅÓØ N {
ÎÏÍÅÒ ÎÅÄÅÌÉ, ËÏÇÄÁ ÐÒÏÉÓÈÏÄÉÔ ÓÄÁÞÁ ÌÉÓÔËÁ, k - ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ×ÅÒÎÏ ÒÁÓÓËÁÚÁÎÎÙÈ Õ
ÄÏÓËÉ ÎÁ ÓÅÍÉÎÁÒÅ ÚÁÄÁÞ. (éÈ ÏÔÍÅÔÉÔ ÐÒÅÐÏÄÁ×ÁÔÅÌØ ÓÅÍÉÎÁÒÁ.)

÷áöîï: îÅÏÂÈÏÄÉÍÏ ÚÁÒÁÎÅÅ ÄÏÇÏ×ÁÒÉ×ÁÔØÓÑ Ó ×ÁÛÉÍ ÐÒÅÐÏÄÁ×ÁÔÅÌÅÍ Ï ×ÒÅ-

ÍÅÎÉ ÓÄÁÞÉ ÌÉÓÔËÁ!

úÁÄÁÞÁ 1. äÏËÁÖÉÔÅ ÁËËÕÒÁÔÎÏ ÏÄÎÏ ÉÚ ÔÏÖÄÅÓÔ× ÐÒÏ ÏÐÅÒÁÃÉÉ Ó ÍÎÏ-
ÖÅÓÔ×ÁÍÉ ÎÁ ×ÙÂÏÒ ÐÒÉÎÉÍÁÀÝÅÇÏ.

úÁÄÁÞÁ 2. úÁÐÉÛÉÔÅ Ó ÐÏÍÏÝØÀ Ë×ÁÎÔÏÒÏ× É ÌÏÇÉÞÅÓËÉÈ ÏÐÅÒÁÃÉÊ:

• äÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ÃÅÌÏÇÏ x ÎÁÊÄ£ÔÓÑ ÃÅÌÏÅ y ÔÁËÏÅ, ÞÔÏ x+ y > 0.

• óÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÍÎÏÇÏ ÐÁÒ ÐÒÏÓÔÙÈ ÞÉÓÅÌ, ÏÔÌÉÞÁÀÝÉÈÓÑ
ÎÁ 2.

úÁÄÁÞÁ 3. äÏËÁÖÉÔÅ ÔÏÖÄÅÓÔ×Ï x�y ∨ y�z ∨ z�x = x�z ∨ z�y ∨ y�x Ä×ÕÍÑ ÓÐÏ-
ÓÏÂÁÍÉ:

a) ÓÏÓÔÁ×É× ÔÁÂÌÉÃÙ ÉÓÔÉÎÎÏÓÔÉ ÌÅ×ÏÊ É ÐÒÁ×ÏÊ ÞÁÓÔÉ;

b) ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×Á× ÌÅ×ÕÀ ÞÁÓÔØ × ÐÒÁ×ÕÀ ÐÏÌØÚÕÑÓØ ÔÏÖÄÅÓÔ×ÁÍÉ ÂÕÌÅ-
×ÏÊ ÁÌÇÅÂÒÙ.

úÁÄÁÞÁ 4. a) ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ f : M → N ËÏÎÅÞÎÙÈ
ÍÎÏÖÅÓÔ× ÓÀÒßÅËÔÉ×ÎÏ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ Õ ÎÅÇÏ ÓÕÝÅ-
ÓÔ×ÕÅÔ ÐÒÁ×ÏÅ ÏÂÒÁÔÎÏÅ, Ô.Å., ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ g : N → M ÔÁËÏÅ, ÞÔÏ
f ◦ g = IdN . úÄÅÓØ IdN - ÔÏÖÄÅÓÔ×ÅÎÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á N
× ÓÅÂÑ.

b) óÆÏÒÍÕÌÉÒÕÊÔÅ É ÄÏËÁÖÉÔÅ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ ÄÌÑ ÉÎßÅË-
ÔÉ×ÎÙÈ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ.
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úÁÄÁÞÁ 5. a) ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ f : M → N ÓÀÒßÅËÔÉ×ÎÏ
ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÎÁ ÎÅÇÏ ÍÏÖÎÏ ÓÏËÒÁÝÁÔØ ÓÐÒÁ×Á, Ô.Å.,
ÉÚ ×ÓÑËÏÇÏ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á g1 ◦ f = g2 ◦ f ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ g1 = g2.

b) óÆÏÒÍÕÌÉÒÕÊÔÅ É ÄÏËÁÖÉÔÅ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ ÄÌÑ ÉÎßÅË-
ÔÉ×ÎÙÈ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ.

úÁÄÁÞÁ 6. ðÕÓÔØ 
 - ÎÅËÏÔÏÒÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï (ÎÅ ÏÂÑÚÁÔÅÌØÎÏ ËÏÎÅÞÎÏÅ).
óÏÐÏÓÔÁ×ÉÍ ËÁÖÄÏÍÕ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Õ A ⊂ 
 ÆÕÎËÃÉÀ �A : 
 → {0; 1},
ÚÁÄÁÎÎÕÀ ÕÓÌÏ×ÉÅÍ �A(x) = 1, ÅÓÌÉ x ∈ A É �A(x) = 0, ÅÓÌÉ x ̸∈ A

(ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉÞÅÓËÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Á A).

a) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÓÏÐÏÓÔÁ×ÌÅÎÉÅ A 7→ �A ÚÁÄÁÅÔ ÂÉÅËÃÉÀ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á
B(
) ×ÓÅÈ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔ× ÍÎÏÖÅÓÔ×Á 
 É ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ÆÕÎËÃÉÊ {0; 1}
;

b) ðÏËÁÖÉÔÅ,ÞÔÏ ÅÓÌÉ A É B | ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Á 
, ÔÏ �A∪B = �A ∨ �B
É �A∩B = �A ∧ �B. ëÁËÉÍ ÏÐÅÒÁÃÉÑÍ ÎÁÄ ÍÎÏÖÅÓÔ×ÁÍÉ ÓÏÏÔ×ÅÔ-
ÓÔ×ÕÀÔ ÓÌÏÖÅÎÉÅ ÐÏ ÍÏÄÕÌÀ Ä×Á �A + �B É ÉÍÐÌÉËÁÃÉÑ �A → �B?

úÁÄÁÞÁ 7. õÓÔÁÎÏ×ÉÔÅ ÂÉÅËÃÉÉ ÍÅÖÄÕ ÍÎÏÖÅÓÔ×ÁÍÉ:

a) ZX∪Y É ZX × ZY , ÅÓÌÉ X; Y ∈ B(
) É X ∩ Y = ∅;

b)
(
AB

)C
É AB×C

ðÏÄÓËÁÚËÁ. ðÕÓÔØ ÚÁÄÁÎÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ f : B × C → A. ôÏÇÄÁ ×ÓÑËÏÍÕ ÜÌÅÍÅÎÔÕ c ∈ C ÍÏÖÎÏ ÓÏÐÏÓÔÁ×ÉÔØ ÏÔÏÂÒÁ-

ÖÅÎÉÅ f(·; c) : B → A, ÐÅÒÅ×ÏÄÑÝÅÅ b ∈ B × f(b; c)

úÁÄÁÞÁ 8. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÌÀÂÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ f : X → Y ÍÏÖÎÏ ÐÒÅÄ-
ÓÔÁ×ÉÔØ × ×ÉÄÅ

a) * ËÏÍÐÏÚÉÃÉÉ f = g ◦ h, ÇÄÅ g - ÓÀÒßÅËÃÉÑ, Á h { ÉÎßÅËÃÉÑ;

b) ËÏÍÐÏÚÉÃÉÉ f = p ◦ q, ÇÄÅ q ÓÀÒßÅËÃÉÑ, Á p { ÉÎßÅËÃÉÑ.

úÁÄÁÞÁ 9. ðÕÓÔØ f :M → M - ÂÉÅËÃÉÑ ËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á.ôÏÇÄÁ fn =
IdM ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ n ∈ N. ðÒÉ×ÅÄÉÔÅ ÐÒÉÍÅÒ ÂÉÅËÃÉÉ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÇÏ
ÍÎÏÖÅÓÔ×Á, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÊ ÜÔÏ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ ÎÅ×ÅÒÎÏ

úÁÄÁÞÁ 10. a) ðÕÓÔØ f = g ◦h. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ g É
h ÉÎßÅËÔÉ×ÎÙ (ÓÀÒßÅËÔÉ×ÎÙ) , ÔÏ É f ÉÎßÅËÔÉ×ÎÏ (ÓÀÒßÅËÔÉ×ÎÏ).
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b) éÚ×ÅÓÔÎÏ, ÞÔÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ g ◦ h ÓÀÒßÅËÔÉ×ÎÏ. íÏÖÎÏ ÌÉ ÕÔ×ÅÒ-
ÖÄÁÔØ, ÞÔÏ g ÓÀÒßÅËÔÉ×ÎÏ? íÏÖÎÏ ÌÉ ÕÔ×ÅÒÖÄÁÔØ, ÞÔÏ h ÓÀÒßÅË-
ÔÉ×ÎÏ?

úÁÄÁÞÁ 11. ðÕÓÔØ f ∈ XX , ÐÒÉÞÅÍ f ÉÎßÅËÔÉ×ÎÏ, ÎÏ ÎÅ ÓÀÒßÅËÔÉ×ÎÏ.
ïÐÒÅÄÅÌÉÍ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á A0 = X, A1 = f(A0), . . . , An+1 = f(An), . . . .

a) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ An+1 ⊂ An. ðÒÉ×ÅÄÉÔÅ ÐÒÉÍÅÒÙ, ÐÏËÁÚÙ×ÁÀÝÉÅ,
ÞÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï B =

∩∞
n=0An ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ËÁË ÐÕÓÔÙÍ, ÔÁË É ÎÅÐÕ-

ÓÔÙÍ.

b) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÅ f ÎÁ Cn = An \An+1 Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÂÉÅËÃÉÅÊ
ÍÅÖÄÕ Cn É Cn+1.

c) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÅ f ÎÁ B Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÂÉÅËÃÉÅÊ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á
B ÎÁ ÓÅÂÑ.

úÁÄÁÞÁ 12. * ðÕÓÔØ N - ËÏÎÅÞÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÉÚ n ÜÌÅÍÅÎÔÏ×. ðÅÒÅ-
ÓÔÁÎÏ×ËÏÊ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÂÉÅËÃÉÑ N × ÓÅÂÑ. ãÉËÌÏÍ (ÄÌÉÎÙ k) ÎÁÚÙ×Á-
ÅÔÓÑ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÁ M ÔÁËÁÑ, ÞÔÏ f(x1) = x2; f(x2) = x3; : : : ; f(xk−1) =
xk; f(xk) = x1 ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ ÐÏÐÁÒÎÏ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× x1; : : : xk ÉÚ
N É f(y) = y ÄÌÑ ×ÓÅÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× N ÏÔÌÉÞÎÙÈ ÏÔ x1; : : : xk. ðÏËÁÖÉÔÅ,
ÞÔÏ ×ÓÑËÁÑ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÁ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔÓÑ × ×ÉÄÅ ËÏÍÐÏÚÉÃÉÉ ËÏÍÍÕÔÉÒÕ-
ÀÝÉÈ ÃÉËÌÏ×.

úÁÄÁÞÁ 13. ôÁÂÌÉÃÁ ÉÓÔÉÎÎÏÓÔÉ ÂÕÌÅ×ÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ f(x1; · · · ; xn) ÏÔ n

ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ ÏÐÉÓÙ×ÁÅÔÓÑ ÞÉÓÌÁÍÉ ak1;:::kp ∈ {0; 1}, ÒÁ×ÎÙÍÉ ÚÎÁÞÅÎÉÀ
ÆÕÎËÃÉÉ ÎÁ ÎÁÂÏÒÅ (x1; :::; xn) ÉÚ ÎÕÌÅÊ É ÅÄÉÎÉÃ, × ËÏÔÏÒÏÍ ÅÄÉÎÉÃÙ
ÓÔÏÑÔ ÎÁ ÍÅÓÔÁÈ k1; : : : kp, ÇÄÅ 1 ≤ k1 < : : : < kp ≤ n. úÎÁÑ ÜÔÕ ÔÁÂÌÉÃÕ,
×ÙÐÉÛÉÔÅ ÆÏÒÍÕÌÕ ÄÌÑ f Ó ÉÓÐÏÌØÚÏ×ÁÎÉÅÍ ÏÐÅÒÁÃÉÊ ∧;∨;¬ .

ðÏÄÓËÁÚËÁ. òÅÛÉÔÅ ×ÎÁÞÁÌÅ ÚÁÄÁÞÕ ÄÌÑ ÆÕÎËÃÉÉ, ËÏÔÏÒÁÑ ÐÒÉÎÉÍÁÅÔ ÚÎÁÞÅÎÉÅ 1 ÒÏ×ÎÏ ÏÄÉÎ ÒÁÚ .

úÁÄÁÞÁ 14. óÆÏÒÍÕÌÉÒÕÊÔÅ ÐÒÉÎÃÉÐ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á ÏÔ ÐÒÏÔÉ×ÎÏÇÏ.
ðÒÅÄßÑ×ÉÔÅ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á ÏÔ ÐÒÏÔÉ×ÎÏÇÏ ÓÌÅÄÕÀÝÉÈ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÊ:

a) îÅ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ, Ë×ÁÄÁÒÁÔ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÒÁ×ÅÎ 2.

b) ðÒÏÓÔÙÈ ÞÉÓÅÌ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÍÎÏÇÏ.

úÁÄÁÞÁ 15. ðÏËÁÖÉÔÅ ÎÁ ÐÒÉÍÅÒÅ, ÞÔÏ ÐÒÑÍÁÑ ÔÅÏÒÅÍÁ A → B ÎÅ ÒÁ×-
ÎÏÓÉÌØÎÁ ÏÂÒÁÔÎÏÊ B → A. á ÞÔÏ ÍÏÖÎÏ ÓËÁÚÁÔØ ÐÒÏ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÑ
¬A → ¬B É ¬B → ¬A?
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úÁÄÁÞÁ 16. * ðÕÓÔØ X | ÎÅËÏÔÏÒÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï. ðÏÓÔÒÏÊÔÅ ÂÉÅËÃÉÀ
ÍÅÖÄÕ X ×X × : : :×X︸ ︷︷ ︸

n ÒÁÚ

É X{1;2;:::;n}.

úÁÄÁÞÁ 17. äÌÑ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ f : M → N É ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔ× A ⊂ N É
B ⊂ N ÒÁÓÓÔÁ×ØÔÅ Ó ÏÂÏÓÎÏ×ÁÎÉÅÍ ÚÎÁËÉ ×ËÌÀÞÅÎÉÑ × ÆÏÒÍÕÌÁÈ

ff−1(B)?B; f−1(A ∩B)?f−1(A) ∩ f−1(B)


