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Ìàÿòíèê ïîä äåéñòâèåì âûíóæäàþùåé ñèëû

Çàäà÷à 1. Äâèæåíèå ìàòåìàòè÷åñêîãî ìàÿòíèêà ïîä äåéñòâèåì âûíóæäàþùåé ñèëû
îïèñûâàåòñÿ óðàâíåíèåì

(1) ẍ(t) + ω2x(t) = f(t), x(0) = ẋ(0) = 0.

Òðåáóåòñÿ îïèñàòü äâèæåíèå ÿâíî, ò. å. âûðàçèòü x(t) â òåðìèíàõ f(t).

Ðåøàåì ìåòîäîì âàðèàöèè ïîñòîÿííûõ. Îáùåå ðåøåíèå îäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ ẍ(t)+
ω2x(t) = 0 èìååò âèä:

x(t) = C1 sinωt+ C2 cosωt,

ãäå C1 è C2 � ïðîèçâîëüíûå ïîñòîÿííûå. Ðåøåíèå èñõîäíîãî íåîäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ
èùåì â òîì æå âèäå, ñ÷èòàÿ òåïåðü C1 è C2 ôóíêöèÿìè âðåìåíè,

x(t) = C1(t) sinωt+ C2(t) cosωt.

Äèôôåðåíöèðóÿ, ïîëó÷àåì

ẋ(t) =
(
Ċ1(t) sinωt+ Ċ2(t) cosωt

)
+ (ωC1(t) cosωt− ωC2(t) sinωt) .

Äâå íåèçâåñòíûõ ôóíêöèè C1(t) è C2(t) íàõîäÿòñÿ èç ñèñòåìû äâóõ óðàâíåíèé, òàê
÷òî êðîìå èñõîäíîãî óðàâíåíèÿ ìû âïðàâå íàëîæèòü åùå îäíî óñëîâèå:

(2) Ċ1(t) sinωt+ Ċ2(t) cosωt = 0.

C ó÷åòîì ýòîãî ñîîòíîøåíèÿ âûðàæåíèå äëÿ ẍ(t) óïðîñòèòñÿ, â íåãî íå âîéäóò âòîðûå
ïðîèçâîäíûå C1 è C2,

ẍ(t) = ω
(
Ċ1(t) cosωt− Ċ2(t) sinωt

)
− ω2 (C1(t) sinωt+ C2(t) cosωt) ,

à ïîäñòàíîâêà ïðîèçâîäíûõ â èñõîäíîå óðàâíåíèå (1) ïîñëå çàìå÷àòåëüíûõ ñîêðàùå-
íèé ïðèâåäåò ê óðàâíåíèþ

(3) ωĊ1(t) cosωt− ωĊ2(t) sinωt = f(t).

Óðàâíåíèÿ (2) è (3) cîñòàâëÿþò ñèñòåìó ëèíåéíûõ óðàâíåíèé íà Ċ1(t) è Ċ1(t), ðåøå-
íèå êîòîðîé

(4) Ċ1(t) =
f(t) cosωt

ω
, Ċ2(t) = −f(t) sinωt

ω
è îòêóäà

C1(t) =
1

ω

∫ t

0

f(τ) cosωτdτ +D1, C2(t) = − 1

ω

∫ t

0

f(τ) sinωτdτ +D2.

Çäåñü D1 è D2 � êîíñòàíòû èíòåãðèðîâàíèÿ. Ñëåäîâàòåëüíî, èìååì

x(t) =
1

ω

∫ t

0

f(τ) cosωτdτ sinωt+D1 sinωt−
1

ω

∫ t

0

f(τ) sinωτdτ cosωt+D2 cosωt.

Ïîäñòàâëÿÿ íà÷àëüíûå óñëîâèÿ x(0) = ẋ(0) = 0, íàõîäèì D1 = D2 = 0, è, óïðîùàÿ,
ïîëó÷àåì îòâåò

(5) x(t) =

∫ t

0

sinω(t− τ)

ω
f(τ)dτ.



Ôîðìóëà (5) äîïóñêàåò ïðîñòóþ òðèãîíîìåòðè÷åñêóþ èíòåðïðåòàöèþ. Ðàçîáúåì îò-
ðåçîê èíòåãðèðîâàíèÿ íà ìàëåíüêèå êóñî÷êè è çàìåíèì ïðèáëèæåííî èíòåãðàë èí-
òåãðàëüíîé ñóììîé. Ôîðìóëà (5) ãîâîðèò î òîì, ÷òî âêëàä â ðåøåíèå x(t) èìïóëüñà
ñèëû δF = f(tk)δt, ïðèëîæåííîé â ìîìåíò âðåìåíè tk, ðàâåí

δx(t) =
sinω(t− tk)

ω
δF =

sinω(t− tk)

ω
f(tk)δt.

Çàäà÷à 2. Ðàññìîòðèì òåïåðü äâèæåíèå ìàÿòíèêà ñ òðåíèåì ïîä äåéñòâèåì âûíóæ-
äàþùåé ñèëû, ñ÷èòàÿ âñå êîíñòàíòû � ìàññó, êîýôôèöèåíò òðåíèÿ � ïåðåìåííûìè,
ò. å. ðàññìîòðèì çàäà÷ó Êîøè âèäà

(6) ẍ(t) + a(t)ẋ(t) + b(t)x(t) = f(t), x(0) = ẋ(0) = 0.

Ïðè îáùèõ a(t) è b(t) ýòà çàäà÷à â êâàäðàòóðàõ íå ðåøàåòñÿ. Îäíàêî, åñëè ìû çíàåì
ôóíäàìåíòàëüíóþ ñèñòåìó x1(t) è x2(t) ðåøåíèé îäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ, òî ìåòîä
âàðèàöèè ïîñòîÿííûõ ïîçâîëÿåò, êàê è â ïðîøëîì ïðèìåðå, âûïèñàòü èíòåãðàëüíóþ
ôîðìóëó äëÿ ðåøåíèé. À èìåííî, ñèñòåìà (3), (4) ïðåîáðàçóåòñÿ â ñèñòåìó

Ċ1(t)x1(t) + Ċ2(t)x2(t) = 0,

Ċ1(t)ẋ1(t) + Ċ2(t)x2(t) = f(t),
(7)

ðåøåíèå êîòîðîé èìååò âèä

Ċ1(t) = −x2(t)f(t)
W (t)

, Ċ2(t) =
x1(t)f(t)

W (t)
,

ãäå
W (t) = x1(t)ẋ2(t)− ẋ1(t)x2(t)

åñòü îïðåäåëèòåëü Âðîíñêîãî ñèñòåìû x1(t), x2(t). Îòñþäà ñ ó÷åòîì íà÷àëüíûõ óñëî-
âèé ïîëó÷àåì ôîðìóëó äëÿ ðåøåíèÿ

x(t) =

∫ t

0

x1(τ)x2(t)− x2(τ)x1(t)

W (τ)
f(τ)dτ.


