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Ïðàâèëà ñäà÷è.

1. Ðåøåíèÿ ýòèõ çàäà÷ ñäàþòñÿ ëåêòîðó êóðñà À. Â. Êëèìåíêî � ñíà÷àëà â ïèñüìåííîì âèäå
(ïðèñûëàéòå ôîòî/ñêàí íà klimenko05@mail.ru), à çàòåì óñòíî (äîãîâàðèâàéòåñü ñ ëåêòî-
ðîì ïî ïî÷òå î âðåìåíè è ñïîñîáå êîììóíèêàöèè).

2. Ïðèñûëàåìûå ñêàíû/ôîòî ñòðàíèö äîëæíû áûòü ñîáðàíû â îäèí pdf-ôàéë â ïðàâèëüíîì
ïîðÿäêå è îðèåíòàöèè. Â ïèñüìå, ê êîòîðîìó ïðèëîæåí ôàéë, íàïèøèòå, ðåøåíèÿ êàêèõ
çàäà÷ ñîäåðæàòñÿ â ôàéëå. Ðàçðåøàåòñÿ ïðèñûëàòü ðåøåíèÿ çàäà÷ â íåñêîëüêî ïðè¼ìîâ, íî
ïðîñüáà íå çëîóïîòðåáëÿòü ýòîé âîçìîæíîñòüþ. Ðåøåíèÿ çàäà÷ äîëæíû áûòü ïðèñëàíû â
ïèñüìåííîì âèäå äî 23:59 14 íîÿáðÿ, ïðè ýòîì äî 23:59 31 îêòÿáðÿ äîëæíû áûòü ïðèñëàíû
ðåøåíèÿ ìèíèìóì 8 çàäà÷.

3. Ïðè îáñóæäåíèè ðåøåíèé Âû äîëæíû áûòü ãîòîâû ñôîðìóëèðîâàòü èñïîëüçóåìûå îïðå-
äåëåíèÿ è òåîðåìû. Íå ïûòàéòåñü ñäàâàòü ðåøåíèÿ, êîòîðûõ âû íå ïîíèìàåòå: åñëè ýòî
îáíàðóæèòñÿ, ïðèíèìàþùèé îñòàâëÿåò çà ñîáîé ïðàâî îòêàçàòüñÿ îò äàëüíåéøåãî ïðè¼ìà
çàäà÷ ó Âàñ.

4. Ïîñëå êàæäîé çàäà÷è óêàçàíà ¾ñòîèìîñòü¿ çàäà÷è (èëè îòäåëüíûõ å¼ ïóíêòîâ) â áàëëàõ.
Ñóììà íàáðàííûõ áàëëîâ èñïîëüçóåòñÿ â àëãîðèòìå îïðåäåëåíèÿ èòîãîâîé îöåíêè. Ìàêñè-
ìàëüíàÿ ñóììà áàëëîâ ðàâíà 125.

Çàäà÷à 1 (5). Äëÿ óðàâíåíèé ẋ = f(x, t), ãäå f ∈ C(R2), ñïðàâåäëèâà òåîðåìà ñóùåñòâîâàíèÿ
(íî íå åäèíñòâåííîñòè!) ðåøåíèé� òåîðåìà Ïåàíî. Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî Cτ çíà÷åíèé x(τ)
äëÿ âñåõ ðåøåíèé x çàäà÷è Êîøè ẋ = f(x, t), x(t0) = x0. Äîêàæèòå, ÷òî ìíîæåñòâî Cτ ñâÿçíî.
Óêàçàíèå. Òåîðåìà î ïðîäîëæåíèè ðåøåíèÿ äî ãðàíèöû êîìïàêòà âåðíà è â ýòîì êîíòåêñòå.

Çàäà÷à 2 (3+3+5). Ðàññìîòðèì äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå y′ =
y2(1 + x2)

xy + 1
.

à) Äîêàæèòå, ÷òî åãî ðåøåíèÿ íå ìîãóò èìåòü âåðòèêàëüíóþ àñèìïòîòó x = x0 ïðè x0 6= 0.
á) Äîêàæèòå, ÷òî èìååòñÿ ìèíèìóì äâà ðåøåíèÿ, èìåþùèå x = 0 âåðòèêàëüíîé àñèìïòîòîé
(îäíî îïðåäåëåíî â ëåâîé, äðóãîå â ïðàâîé ïîëóîêðåñòíîñòè íóëÿ).
â) Äîêàæèòå, ÷òî ýòèõ ðåøåíèé ðîâíî äâà.

Çàäà÷à 3 (3). Ðàññìîòðèì äèôôåðåíöèàëüíûé îïåðàòîð

(Sf)(x) =
f ′′′(x)f ′(x)− (3/2)(f ′′(x))2

(f ′(x))2

(îí íàçûâàåòñÿ ïðîèçâîäíîé Øâàðöà). Ðåøèòå äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå Sf = 0.

Çàäà÷à 4 (3). Ðàññìîòðèì óðàâíåíèå Ðèêêàòè ẇ = α(t) + β(t)w + γ(t)w2. Ïóñòü Xt0,t1(w)�
îòâå÷àþùèå åìó îïåðàòîðû Êîøè. Äîêàæèòå, ÷òî SXt0,t1 ≡ 0 ïðè ëþáûõ t0, t1, ÿâíî âû÷èñëèâ
ïðîèçâîäíóþ (d/dt)(SXt0,t).

Çàäà÷à 5 (3). Ðàññìîòðèì ñèñòåìó èç äâóõ ëèíåéíûõ óðàâíåíèé:

ẋ = a(t)x+ b(t)y,

ẏ = c(t)x+ d(t)y.

Ïîñêîëüêó îíà îáëàäàåò ãðóïïîé ñèììåòðèé (x, y) 7→ (λx, λy), äëÿ âåëè÷èíû z = x/y êîððåêò-
íî çàäàíî äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå. Âûïèøèòå åãî è îáúÿñíèòå, êàê òîãäà èç çàäà÷è 3
ïîëó÷èòü çàäà÷ó 4.
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Çàäà÷à 6 (4). Ðàññìîòðèì óðàâíåíèå ẍ = −ω2 sinx, êîòîðîå çàäà¼ò êîëåáàíèÿ ìàÿòíèêà (x�

óãîë îòêëîíåíèÿ îò âåðòèêàëè). Äîêàæèòå, ÷òî H =
ẋ2

2
− ω2 cosx� åãî ïåðâûé èíòåãðàë, è

ïîñòðîéòå ôàçîâûé ïîðòðåò ýòîãî óðàâíåíèÿ, òî åñòü íàðèñóéòå, êàê êà÷åñòâåííî âûãëÿäèò
ðàçáèåíèå ïëîñêîñòè c êîîðäèíàòàìè (x, ẋ) íà òðàåêòîðèè ýòîãî óðàâíåíèÿ. Íà òðàåêòîðèÿõ
ïîñòàâüòå ñòðåëêè, ïîêàçûâàþùèå íàïðàâëåíèå äâèæåíèÿ. Îáúÿñíèòå, êàêèì äâèæåíèÿì ìàÿò-
íèêà îòâå÷àþò ðàçíûå òèïû òðàåêòîðèé.

Çàäà÷à 7 (3+2+2+5). Äëÿ óðàâíåíèÿ èç ïðåäûäóùåé çàäà÷è ðàññìîòðèì çàäà÷ó Êîøè

x(0) = ε, ẋ(0) = 0, ãäå ε ∈ (−π, π).

à) Ðàçëîæèòå ðåøåíèå ýòîé çàäà÷è Êîøè â ðÿä Òåéëîðà äî o(ε3) ïðè êàæäîì t:

x(t, ε) = x0(t) + εx1(t) + ε2x2(t) + ε3x3(t) + o(ε3).

á) Îáúÿñíèòå, ïî÷åìó íåîãðàíè÷åííî âîçðàñòàþùàÿ ôóíêöèÿ x3(t) íå ïðîòèâîðå÷èò ïåðèîäè÷-
íîñòè x(t, ε), ïîëó÷åííîé â ïðåäûäóùåé çàäà÷å.
â) Íàéäèòå ïåðâûé íåòðèâèàëüíûé ÷ëåí â àñèìïòîòèêå ïåðèîäà êîëåáàíèÿ T = T (ε):

T (ε) = T0 + T1ε
γ + o(εγ), T1 6= 0.

ã) Äîêàæèòå, ÷òî ïðè ëþáîì ε ∈ (−π, π) âåðíî, ÷òî T (ε) ≥ T0.

Çàäà÷à 8 (3). Ðàññìîòðèì óðàâíåíèå

y′′′ + a2(x)y′′ + a1(x)y′ + a0(x)y = 0,

ãäå aj ∈ C(R). Ïóñòü y1, y2 �äâà åãî ðåøåíèÿ, íå ïðîïîðöèîíàëüíûõ äðóã äðóãó. Ìîæåò ëè
ôóíêöèÿ

W =

∣∣∣∣y1 y2

y′1 y′2

∣∣∣∣
îáðàùàòüñÿ â íóëü â áåñêîíå÷íîì ÷èñëå òî÷åê íà îòðåçêå [0, 1]?

Çàäà÷à 9 (1+1+2+2). Íàéäèòå íàèìåíüøåå n, äëÿ êîòîðîãî óðàâíåíèå

x(n) + an−1x
(n−1) + · · ·+ a1ẋ+ a0x = 0

à) èìååò ðåøåíèå x1(t) = sin2 t, åñëè aj ∈ R;
á) èìååò ðåøåíèå x2(t) = t sin t, åñëè aj ∈ R;
â), ã) òå æå âîïðîñû, åñëè aj ∈ C(R).

Çàäà÷à 10 (5). Äîêàæèòå, ÷òî ëþáîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ ẍ + tx = 0 îáðàùàåòñÿ â íîëü áåñ-
êîíå÷íîå ÷èñëî ðàç ïðè t > 0, ïðè÷¼ì ðàññòîÿíèÿ ìåæäó ñîñåäíèìè íóëÿìè ñòðåìÿòñÿ ê íóëþ
ïðè t→ +∞.

Çàäà÷à 11 (1+2). Ìîæíî ëè âûïðÿìèòü (ïåðåâåñòè äèôôåîìîðôèçìîì â ∂/∂x) íà âñåé ïëîñ-

êîñòè âåêòîðíûå ïîëÿ: à) x
∂

∂x
− y ∂

∂y
, á) sinx

∂

∂x
+ cosx

∂

∂y
?

Çàäà÷à 12 (3+3). Ðàññìîòðèì ñëåäóþùèå âåêòîðíûå ïîëÿ íà ïðÿìîé:

∂

∂x
, sinx

∂

∂x
, 2 sinx

∂

∂x
, sin2 x

∂

∂x
, sin 2x

∂

∂x
.

Äëÿ êàæäîé ïàðû âåêòîðíûõ ïîëåé èç ýòîãî ñïèñêà âûÿñíèòå:
à) ìîæíî ëè ïåðåâåñòè èõ äðóã â äðóãà äèôôåîìîðôèçìîì ïðÿìîé;
á) ìîæíî ëè ñîïðÿ÷ü èõ ïîòîêè ãîìåîìîðôèçìîì ïðÿìîé (ñóùåñòâóåò ëè ãîìåîìîðôèçì h, äëÿ
êîòîðîãî h ◦ gtu(x) = gtv ◦ h(x) ïðè âñåõ t è x).
Óêàçàíèå. Ïîñìîòðèòå íà îñîáûå òî÷êè ýòèõ âåêòîðíûõ ïîëåé è íà ïîâåäåíèå ðåøåíèé ìåæäó
íèìè.
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Çàäà÷à 13 (4). Ïóñòü v =
∑n

i=1 vi(∂/∂xi)� ãëàäêîå âåêòîðíîå ïîëå â Rn. Äîêàæèòå, ÷òî îíî
ñîõðàíÿåò îáú¼ì (òî åñòü VolA = Vol(gtvA) äëÿ ëþáîé îáëàñòè A è ëþáîãî t) òîãäà è òîëüêî
òîãäà, êîãäà åãî äèâåðãåíöèÿ div v :=

∑
∂vi/∂xi ðàâíà íóëþ âî âñåõ òî÷êàõ.

Çàäà÷à 14 (4). Ïóñòü âåêòîðíîå ïîëå èç ïðåäûäóùåé çàäà÷è (c div v = 0) èìååò ïåðâûé èíòå-
ãðàë F . Íàéäèòå ôóíêöèþ h, òàêóþ ÷òî äëÿ ëþáîé îáëàñòè Λ íà ïîâåðõíîñòè Mc = {F = c} è
ëþáîãî t âåðíî ∫

Λ

h dS =

∫
gtΛ

h dS.

Çäåñü dS îáîçíà÷àåò ýëåìåíò ïëîùàäè ïîâåðõíîñòè Mc.

Çàäà÷à 15 (4).1 Ñ÷èòàÿ èçâåñòíûìè ñâîéñòâà ïðîèçâîäíîé Ëè, âêëþ÷àÿ ôîðìóëó Êàðòàíà, ðå-
øèòå äâå ïðåäûäóùèå çàäà÷è äëÿ âåêòîðíîãî ïîëÿ íà ìíîãîîáðàçèè: íàéäèòå óñëîâèå òîãî, ÷òî
âåêòîðíîå ïîëå v ñîõðàíÿåò äàííóþ ôîðìó îáú¼ìà ω, à òàêæå íàéäèòå, êàêóþ ôîðìó îáú¼ìà α
íà ïîâåðõíîñòè Mc = {F = c} ñîõðàíÿåò â ýòîì ñëó÷àå ïîëå v|Mc . Îòâåò äîëæåí áûòü äàí â
áåñêîîðäèíàòíûõ òåðìèíàõ.

Çàäà÷à 16 (1+2+2+1). Âåêòîðíîå ïîëå ẋ = v(x) â Rn (èëè íà ìíîãîîáðàçèè) èìååò ïåðè-
îäè÷åñêîå ðåøåíèå: gt0(x0) = x0, t0 > 0. Ðàññìîòðèì äèôôåðåíöèàë dgt0|x0 : Tx0Rn → Tx0Rn

îòîáðàæåíèÿ ïîòîêà çà ïåðèîä.
à) Äîêàæèòå, ÷òî 1 � ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå ýòîãî ëèíåéíîãî îïåðàòîðà.
á) Ïóñòü M � (n− 1)-ìåðíàÿ ïîâåðõíîñòü â Rn, ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç òî÷êó x0, ïðè÷¼ì

Tx0M ⊕ 〈v(x0)〉 = Tx0Rn

(òîãäà ãîâîðÿò, ÷òî M òðàíñâåðñàëüíà ê âåêòîðíîìó ïîëþ v â x0). Ïóñòü òàêæå t0 �ìèíèìàëü-
íûé ïåðèîä x0 ïîä äåéñòâèåì ïîòîêà ýòîãî âåêòîðíîãî ïîëÿ. Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ âñåõ y ∈ M ,
äîñòàòî÷íî áëèçêèõ ê x0, ïîëóòðàåêòîðèÿ O+(y) = {gt(y), t > 0} ïåðåñå÷¼ò M , ïðè÷¼ì åñëè
τ(y)�ìîìåíò ïåðâîãî ïåðåñå÷åíèÿ c M , òî τ(y) ñòðåìèòñÿ ê t0 ïðè y → x0.
â) Ðàññìîòðèì îòîáðàæåíèå P (y) = gτ(y)(y). Äîêàæèòå, ÷òî â ìàëîé îêðåñòíîñòè x0 ýòî ëîêàëü-
íûé äèôôåîìîðôèçì M â ñåáÿ (åãî íàçûâàþò îòîáðàæåíèåì Ïóàíêàðå íà òðàíñâåðñàëè M).
ã) Êàê ñîîòíîñÿòñÿ äèôôåðåíöèàëû dP |x0 è dgt0|x0? Êàê ñâÿçàíû èõ ñïåêòðû?
Óêàçàíèå. Ïîëåçíî âûïðÿìèòü âåêòîðíîå ïîëå â îêðåñòíîñòè x0. Ê êàêîìó íàèáîëåå ïðîñòîìó
âèäó ìîæíî ïðèâåñòè ïðè ýòîì ïîâåðõíîñòü M?

Çàäà÷à 17 (3+2). à) Ïóñòü âåêòîðíîå ïîëå v íà ïëîñêîñòè R2 èìååò ïåðèîäè÷åñêîå ðåøåíèå
(âñå îáîçíà÷åíèÿ êàê â ïðåäûäóùåé çàäà÷å). Ïîêàæèòå, ÷òî ïðîèçâîäíàÿ îòîáðàæåíèÿ Ïóàíêàðå
ðàâíà ÿêîáèàíó îòîáðàæåíèÿ gt0 è ðàâíà

exp

(∫ t0

0

div v(gt(x0)) dt

)
.

Óêàçàíèå. Âîñïîëüçóéòåñü ôîðìóëîé Ëèóâèëëÿ�Îñòðîãðàäñêîãî äëÿ óðàâíåíèÿ â âàðèàöèÿõ
âäîëü ýòîé ïåðèîäè÷åñêîé òðàåêòîðèè.
á) Äàéòå îïðåäåëåíèå óñòîé÷èâîñòè ïî Ëÿïóíîâó ïåðèîäè÷åñêîé òðàåêòîðèè, àíàëîãè÷íîå òàêî-
âîìó äëÿ îñîáîé òî÷êè. Êàê ñ ïîìîùüþ ïðåäûäóùåãî ïóíêòà ìîæíî èññëåäîâàòü (íå)óñòîé÷èâîñòü
ïåðèîäè÷åñêîé òðàåêòîðèè?

Çàäà÷à 18 (2+1+1+2+1). Ðàññìîòðèì (C1-ãëàäêîå) âåêòîðíîå ïîëå íà ìíîãîîáðàçèè, âñå òðà-
åêòîðèè êîòîðîãî íåîãðàíè÷åíî ïðîäîëæàþòñÿ âïåð¼ä ïî âðåìåíè. ω-ïðåäåëüíûì ìíîæåñòâîì

òî÷êè x íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî ω(x) òàêèõ y, äëÿ êîòîðûõ ñóùåñòâóåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

1Ñòóäåíòàì Ñîâáàêà, ðåøèâøèì çàäà÷è 13 è 14, ýòà çàäà÷à çàñ÷èòûâàåòñÿ àâòîìàòè÷åñêè.
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t1 ≥ t2 ≥ . . . , tj →∞, äëÿ êîòîðîé gtj(x)→ y.
à) Äîêàæèòå, ÷òî ω-ïðåäåëüíîå ìíîæåñòâî çàìêíóòî è èíâàðèàíòíî îòíîñèòåëüíî ïðåîáðàçîâà-
íèé ïîòîêà.
á) Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ êîìïàêòíûõ ìíîãîîáðàçèé ω-ïðåäåëüíîå ìíîæåñòâî íåïóñòî, è ïðèâåäèòå
ïðèìåð ïóñòîãî ω-ïðåäåëüíîãî ìíîæåñòâà â íåêîìïàêòíîì ñëó÷àå.
â) Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ êîìïàêòíûõ ìíîãîîáðàçèé ω-ïðåäåëüíîå ìíîæåñòâî ñâÿçíî.
Óêàçàíèå. Òðàåêòîðèè ïðèä¼òñÿ õîäèòü èç îêðåñòíîñòè îäíîé êîìïîíåíòû â îêðåñòíîñòü äðóãîé
êîìïîíåíòû áåñêîíå÷íî ìíîãî ðàç.
ã) Ïðèâåäèòå ïðèìåð íåñâÿçíîãî ω-ïðåäåëüíîãî ìíîæåñòâà â íåêîìïàêòíîì ñëó÷àå.
Óêàçàíèå. Íàðèñóéòå ôàçîâûé ïîðòðåò âåêòîðíîãî ïîëÿ, ó êîòîðîãî îêðóæíîñòü ÿâëÿåòñÿ ω-
ïðåäåëüíûì ìíîæåñòâîì êàêîé-òî òî÷êè, ïîñëå ÷åãî ïîïðîáóéòå ¾óòàùèòü â áåñêîíå÷íîñòü¿
äâå òî÷êè íà ýòîé îêðóæíîñòè.
ä) Äëÿ âåêòîðíûõ ïîëåé íà ïðÿìîé è îêðóæíîñòè îïèøèòå, êàê íàéòè ω-ïðåäåëüíûå ìíîæåñòâà
êàæäîé òî÷êè.

Çàäà÷à 19 (5). Ðàññìîòðèì âåêòîðíîå ïîëå v íà äâóìåðíîé ñôåðå. Ïóñòü ω-ïðåäåëüíîå ìíîæå-
ñòâî òî÷êè x ñîäåðæèò òî÷êó p ñ v(p) 6= 0. Äîêàæèòå, ÷òî ëèáî òðàåêòîðèÿ òî÷êè p ïåðèîäè÷íà,
ëèáî ω(p) ñîñòîèò òîëüêî èç òî÷åê q ñ v(q) = 0. Ïóñòü òàêæå ω(p) ñîäåðæèò òî÷êó q. Äîêàæèòå,
÷òî v(q) = 0.
Óêàçàíèå (¾ìåøîê Áåíäèêñîíà¿). Åñëè v(q) 6= 0, âûïðÿìèì âåêòîðíîå ïîëå â å¼ îêðåñòíîñòè.
Îðáèòà òî÷êè p ïåðåñåêàåò ýòó îêðåñòíîñòü ïî áåñêîíå÷íîìó ÷èñëó ¾ãîðèçîíòàëüíûõ¿ îòðåç-
êîâ, ïóñòü pj � òî÷êè èõ ïåðåñå÷åíèÿ c ¾âåðòèêàëüíûì¿ îòðåçêîì ÷åðåç òî÷êó q. Òîãäà êðèâàÿ,
ñîñòîÿùàÿ èç ôðàãìåíòà pjpj+1 îðáèòû òî÷êè p è âåðòèêàëüíîãî îòðåçêà ñ òåìè æå êîíöàìè
îáëàäàåò òàêèì ñâîéñòâîì: îíà ðàçäåëÿåò ñôåðó íà äâå êîìïîíåíòû ñâÿçíîñòè, ¾ìåøîê¿ è åãî
äîïîëíåíèå, è òðàåêòîðèÿ âåêòîðíîãî ïîëÿ, íà÷àâøàÿñÿ â ìåøêå, ïîêèíóòü åãî íå ñìîæåò.

Çàäà÷à 20 (3). Ðàññìîòðèì âåêòîðíîå ïîëå v íà äâóìåðíîé ñôåðå. Ïóñòü òî÷êà x íåïåðèîäè÷-
íà è íåîñîáà. Ìîãóò ëè å¼ ω-ïðåäåëüíîå è α-ïðåäåëüíîå ìíîæåñòâî ñîäåðæàòü îáùóþ òî÷êó?
îáùóþ òî÷êó, ãäå v 6= 0? (Îïðåäåëåíèå α-ïðåäåëüíîãî ìíîæåñòâà îòëè÷àåòñÿ îò îïðåäåëåíèÿ
ω-ïðåäåëüíîãî òåì, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (tj) ìîíîòîííî óáûâàåò è ñòðåìèòñÿ ê −∞.)

Çàäà÷à 21 (4). Ðàññìîòðèì âåêòîðíîå ïîëå v íà ïðîåêòèâíîé ïëîñêîñòè. Ìîæåò ëè íåïåðèî-
äè÷åñêàÿ òðàåêòîðèÿ èìåòü α- è ω-ïðåäåëüíûì ìíîæåñòâîì îäíó è òó æå ïåðèîäè÷åñêóþ òðà-
åêòîðèþ?

Çàäà÷à 22 (1+1+1+2+3+2+2+5+2). Îñöèëëÿòîð âàí äåð Ïîëÿ çàäà¼òñÿ ñëåäóþùåé ñèñòåìîé
óðàâíåíèé íà ïëîñêîñòè:

u̇ = v, v̇ = −u+ k(1− u2)v,

ãäå k > 0�ïàðàìåòð.
à) Íà ïëîñêîñòè (u, v) óêàæèòå îáëàñòè, ãäå âåêòîðíîå ïîëå èìååò íàïðàâëåíèå â îäíîì èç ÷å-
òûð¼õ êâàäðàíòîâ.
á) Ïîñòðîéòå ëèíåàðèçàöèþ âåêòîðíîãî ïîëÿ â íóëå è îïðåäåëèòå òèï ýòîé îñîáîé òî÷êè.
â) Ïóñòü ρ = u2 + v2. Íàéäèòå dρ/dt è ïîêàæèòå, ÷òî íèêàêàÿ òðàåêòîðèÿ íå ìîæåò âîéòè â
êðóã Dc = {ρ ≤ c}, ãäå c < 1, à ëþáàÿ òðàåêòîðèÿ (êðîìå îñîáîé òî÷êè), íà÷èíàþùàÿñÿ â Dc,
îòòóäà âûõîäèò.
ã) Äîêàæèòå, ÷òî âñå òðàåêòîðèè ýòîé ñèñòåìû íåîãðàíè÷åíî ïðîäîëæàþòñÿ ïî âðåìåíè âïåð¼ä,
è áîëåå òîãî, âñå îíè ïîïàäàþò â íåêîòîðóþ îãðàíè÷åííóþ îáëàñòü Ω (ïîñòðîéòå å¼).
ä) Ïðèâåäèòå ïðèìåð òðàåêòîðèè ýòîé ñèñòåìû, êîòîðàÿ íå ïðîäîëæàåòñÿ íåîãðàíè÷åííî íàçàä
ïî âðåìåíè.
å) Ïîêàæèòå, ÷òî ω-ïðåäåëüíîå ìíîæåñòâî ëþáîé òðàåêòîðèè (êðîìå îñîáîé òî÷êè) � ýòî ïåðè-
îäè÷åñêàÿ òðàåêòîðèÿ, îõâàòûâàþùàÿ íà÷àëî êîîðäèíàò.
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æ) Ïîêàæèòå, ÷òî âñÿêàÿ ïåðèîäè÷åñêàÿ òðàåêòîðèÿ ÿâëÿåòñÿ öåíòðàëüíî-ñèììåòðè÷íîé.
Óêàçàíèå. Îáðàç òðàåêòîðèè ïðè ñèììåòðèè îòíîñèòåëüíî íóëÿ� ñíîâà òðàåêòîðèÿ ýòîé ñèñòå-
ìû.)
ç) Äîêàæèòå, ÷òî âñÿêàÿ ïåðèîäè÷åñêàÿ òðàåêòîðèÿ óñòîé÷èâà.
Óêàçàíèå. div V = k(1−u2) = −ρ̇/(2v2). Ðàññìîòðèì ïîëîâèíó òðàåêòîðèè, ëåæàùóþ â âåðõíåé
ïîëóïëîñêîñòè. Òàì ρ ñíà÷àëà ðàñò¼ò, ïîòîì óáûâàåò, ïîòîì ñíîâà ðàñò¼ò äî èñõîäíîãî çíà÷å-
íèÿ. Èíòåãðàë îò äèâåðãåíöèè ðàçáèâàåòñÿ íà ïàðû ìàëåíüêèõ êóñî÷êîâ, ãäå ρ ∈ [ρ0, ρ0 + ∆ρ].
Äîêàæèòå, ÷òî îòðèöàòåëüíûé âêëàä òîãî êóñî÷êà, ãäå ρ ðàñò¼ò, ïåðåâåøèâàåò ïîëîæèòåëüíûé
âêëàä êóñî÷êà, ãäå ρ óáûâàåò.
è) Äîêàæèòå, ÷òî ïåðèîäè÷åñêàÿ òðàåêòîðèÿ ýòîé ñèñòåìû åäèíñòâåííà.
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