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Çàíÿòèå 15.09.2020

Îñöèëëÿòîð ïîä âíåøíèì âîçäåéñòâèåì. Ôóíêöèè Ãðèíà.

Çàäà÷à 1. Òðåáóåòñÿ îïèñàòü äâèæåíèå ìàòåìàòè÷åñêîãî ìàÿòíèêà, ò. å. íàéòè è
ðåøèòü óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ äëÿ ãðóçèêà ìàññû m, ñîâåðøàþùåãî êîëåáàíèÿ íà
íåâåñîìîé è íåðàñòÿæèìîé íèòè äëèíîé l áåç òðåíèÿ â ïîëå òÿæåñòè ñ óñêîðåíè-
åì ñâîáîäíîãî ïàäåíèÿ g (ñì. ðèñóíîê 1).
Óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ îïðåäåëÿþòñÿ 2-ì çàêîíîì Íüþòîíà, ñîãëàñíî êîòîðîìó

ïðîèçâåäåíèå ìàññû òåëà m íà åãî óñêîðåíèå ~a â íåêîòîðîé èíåðöèàëüíîé ñèñòåìå
îòñ÷¼òà ðàâíî ñóììå âñåõ äåéñòâóþùèõ íà íåãî ñèë,

m~a =
∑
i

~Fi.

Â ñèñòåìå îòñ÷¼òà, âûáðàííîé êàê ïîêàçàíî íà ðèñóíêå, èìååì äâà óðàâíåíèÿ íà
ïðîåêöèè óñêîðåíèÿ íà îñè OX è OY :

mẍ(t) = −T sinϕ(t),(1)

mÿ(t) = mg − T cosϕ(t).(2)

Ýòà ñèñòåìà ñâîäèòñÿ ê îäíîìó óðàâíåíèþ

(3) ÿ(t)− ẍ(t) ctgϕ(t) = g

íà äâå íåèçâåñòíûå ôóíêöèè x(t) è y(t). Íåîáõîäèìîå äîïîëíèòåëüíîå óðàâíåíèå
äà¼òñÿ êèíåìàòè÷åñêîé ñâÿçüþ, ñëåäóþùåé èç óñëîâèÿ

x2(t) + y2(t) = l2,

ýêâèâàëåíòíîãî óðàâíåíèÿì

x(t) = l sinϕ(t), y(t) = l cosϕ(t).

Äèôôåðåíöèðóÿ ýòè óðàâíåíèÿ äâàæäû è ïîäñòàâëÿÿ ïîëó÷åííûå âûðàæåíèÿ äëÿ
óñêîðåíèÿ (ẍ, ÿ) â (3), ïîëó÷àåì óðàâíåíèå íà îäíó íåèçâåñòíóþ ôóíêöèþ � óãîë
îòêëîíåíèÿ îò ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ ϕ(t)

(4) ϕ̈(t) + ω2 sinϕ(t) = 0, ω2 = g/l > 0.

Åñëè êîëåáàíèÿ ìàÿòíèêà òàêîâû, ÷òî ϕk+1 << ϕk äëÿ âñåõ k ∈ N, òî sinϕ ≈ ϕ è
óðàâíåíèå (4) ñâîäèòñÿ ê ëèíåéíîìó óðàâíåíèþ âèäà

ϕ̈(t) + ω2ϕ(t) = 0,

Ýòî ëèíåéíîå äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå âòîðîãî ïîðÿäêà îïèñûâàåò ãàðìîíè÷å-
ñêèå êîëåáàíèÿ, åãî ðåøåíèÿ õîðîøî èçâåñòíû.
Â ñëó÷àå æå, êîãäà óãîë ϕ íå ìàë è ìåíÿåòñÿ â ïðåäåëàõ [−π/2,+π/2], óðàâíåíèå

äâèæåíèÿ, êàê ìû âèäèì èç (4), ÿâëÿåòñÿ íåëèíåéíûì äèôôåðåíöèàëüíûì óðàâíå-
íèåì âòîðîãî ïîðÿäêà. Íî íåñìîòðÿ íà ñâîþ íåëèíåéíîñòü, óðàâíåíèå (4) òîæå ðå-
øàåòñÿ, òî÷íåå � åãî ðåøåíèå ìîæíî íàéòè â êâàäðàòóðàõ. Äåéñòâèòåëüíî, óìíîæèâ
ýòî óðàâíåíèå íà ϕ̇, åãî ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå

(5)
d

dt

(
ϕ̇2

2
− ω2 cosϕ

)
= 0.



Ïîñëåäíåå îçíà÷àåò, ÷òî âûðàæåíèå â ñêîáêàõ ðàâíî íåêîòîðîé êîíñòàíòå C. Ïàðà-
ìåòðèçóåì C äðóãîé êîíñòàíòîé ϕ0 ÷åðåç ñîîòíîøåíèå C = −ω2 cosϕ0. Òîãäà èç (5)
ïîëó÷àåì

(6) ϕ̇2 = 4ω2
(

sin2 ϕ0

2
− sin2 ϕ

2

)
.

Îòñþäà íàõîäèì ïàðàìåòð ýâîëþöèè t â òåðìèíàõ èíòåãðàëà îò íåêîòîðîé ôóíêöèè
óãëà ϕ

(7) ±ωt =

∫
d(ϕ

2
)√

sin2 ϕ0

2
− sin2 ϕ

2

.

Âûáðàâ çíàê + â ëåâîé ÷àñòè è ââîäÿ íîâóþ ïåðåìåííóþ θ, ñâÿçàííóþ ñ ϕ ïîñðåä-
ñòâîì óðàâíåíèÿ

sin
ϕ

2
= sin

ϕ0

2
sin θ,

ïîñëå î÷åâèäíûõ ïðåîáðàçîâàíèé èç (7) ïîëó÷àåì âûðàæåíèå

(8) ωt =

∫
dθ√

1− sin2 ϕ0

2
sin2 θ

.

Ýòî âûðàæåíèå (8) è åñòü îòâåò â êâàäðàòóðàõ äëÿ ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ
ìàòåìàòè÷åñêîãî ìàÿòíèêà. Ââîäÿ îáîçíà÷åíèå κ = sin(ϕ0/2) è çàäàâ ïðåäåëû èí-
òåãðèðîâàíèÿ â (8) îò 0 äî íåêîòîðîãî ïàðàìåòðà α, ïîëó÷àåì, ÷òî îòâåò äà¼òñÿ
íîðìàëüíûì ýëëèïòè÷åñêèì èíòåãðàëîì Ëåæàíäðà 1-ãî ðîäà,

(9) ωt = F (α;κ) =

∫ α

0

dθ√
1− κ2 sin2 θ

.

Çàìåòèì òàêæå, ÷òî è ãàðìîíè÷åñêèå êîëåáàíèÿ, âîçíèêàþùèå â çàäà÷å ñ ãðóçîì
íà ïðóæèíå è ïîä÷èíÿþùèåñÿ çàêîíó Ãóêà ~F = −k~x, îïèñûâàþòñÿ ëèíåéíûì óðàâ-
íåíèåì òîëüêî â ïðèáëèæåíèè ìàëûõ îòêëîíåíèé îò ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ.

Çàäà÷à 2. Ïðåæäå ÷åì ïåðåéòè ê ñëåäóþùåé òåìå (î ïðè÷èííîé ôóíêöèè Ãðèíà),
âñïîìíèì ðåçóëüòàò ðàññìîòðåíèÿ çàäà÷è Êîøè äëÿ ëèíåéíîãî îñöèëëÿòîðà ïîä äåé-
ñòâèåì âûíóæäàþùåé ñèëû,

x(t) =

∫ tf

ti

dτGR(t; τ)f(τ),

ãäå GR � ò. í. çàïàçäûâàþùàÿ ôóíêöèÿ Ãðèíà âèäà

GR(t; τ) = Θ(t− τ)[x2(t)x1(τ)− x1(t)x2(τ)],

Θ � ôóíêöèÿ Õåâèñàéäà, à (x1, x2) � ôóíäàìåíòàëüíàÿ ñèñòåìà ðåøåíèé îäíîðîäíî-
ãî ëèíåéíîãî äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ, îïèñûâàþùåãî ñâîáîäíûé îñöèëëÿòîð.
Çäåñü ìû ïîëàãàåì, ÷òî âðîíñêèàí ðàâåí 1. Ïðè ýòîì, åñëè ÷àñòîòà îñöèëëÿòîðà
ïîñòîÿííà, ω(t) = ω0, òî äâà íåçàâèñèìûõ ðåøåíèÿ x1 è x2 ìîãóò áûòü âûáðàíû â
âèäå

x1(t) = cosω0(t− ti), x2(t) =
1

ω0

sinω0(t− ti).



È òîãäà ôóíêöèÿ Ãðèíà GR äëÿ ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷è Êîøè ïðèíèìàåò âèä

GR(t; τ) = Θ(t− τ)
sinω0(t− τ)

ω0

.

Âàðèàöèîííûé ïðèíöèï. Óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ.

Óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ ìåõàíè÷åñêèõ (è âîîáùå � äèíàìè÷åñêèõ) ñèñòåì ìîæíî ïî-
ëó÷àòü èç ïðèíöèïà ñòàöèîíàðíîãî äåéñòâèÿ. Åãî ñóòü â òîì, ÷òî åñëè ñèñòåìà,
ýâîëþöèÿ êîòîðîé îïèñûâàåòñÿ ôóíêöèåé q(t), â ìîìåíò âðåìåíè ti íàõîäèòñÿ â ñî-
ñòî÷íèè qi = q(ti) (ýòî, íàïðèìåð, íà÷àëüíàÿ òî÷êà òðàåêòîðèè ÷àñòèöû), à â ìîìåíò
âðåìåíè tf > ti � â ñîñòîÿíèè qf = q(tf ) (êîíå÷íàÿ òî÷êà òðàåêòîðèè ÷àñòèöû), òî
ýâîëþöèÿ ñèñòåìû îò qi äî qf (äâèæåíèå ÷àñòèöû), ïðîèñõîäèò òàêèì îáðàçîì, ÷òî
ôóíêöèîíàë äåéñòâèÿ

S[q] =

∫ tf

ti

dtL(q, q̇)

îñòà¼òñÿ ñòàöèîíàðíûì, δS = 0. Çäåñü δ îçíà÷àåò âàðèàöèþ ôóíêöèîíàëà ñ ó÷¼òîì
íà÷àëüíûõ äàííûõ. Ôóíêöèÿ L(q, q̇) íàçûâàåòñÿ ëàãðàíæèàíîì ñèñòåìû. Çàìåòèì,
÷òî ýòà ôóíêöèÿ îïðåäåëåíà ñ òî÷íîñòüþ äî ïîëíîé ïðîèçâîäíîé ïî âðåìåíè: ëàãðàí-
æèàíû, îòëè÷àþùèåñÿ íà òàêóþ ïîëíóþ ïðîèçâîäíóþ ïî âðåìåíè, ýêâèâàëåíòíû ñ
òî÷êè çðåíèÿ ýòîãî âàðèàöèîííîãî ïðèíöèïà,

L ∼ L+
dσ

dt

Íî ôèçè÷åñêèå ñâîéñòâà ñîîòâåòñòâóþùèõ ñèñòåì ìîãóò ñèëüíî ðàçëè÷àñòüñÿ â çà-
âèñèìîñòè îò ñâîéñòâ ôóíêöèè σ. Èç òðåáîâàíèÿ èñ÷åçíîâåíèÿ âàðèàöèè δS[q] =
S[q+ δq]−S[q] äëÿ ëþáûõ ìàëûõ âàðèàöèé òðàåêòîðèè δq(t), ïðè óñëîâèè, ÷òî âàðè-
àöèè íà÷àëüíûõ äàííûõ îòñóòñòâóþò, δq(ti) = 0 = δq(tf ), ñëåäóþò óðàâíåíèÿ Ýéëåðà�
Ëàãðàíæà,

(10)
∂L

∂q
− d

dt

∂L

∂q̇
= 0.

Îïèñàííûé âûøå ïðèíöèï áûë ïîëó÷åí Ýéëåðîì (êàê âàðèàöèîííûé àíàëîã ïîèñêà
ýêñòðåìóìà ôóíêöèé) è Ëàãðàíæåì (êàê ìåòîä íàõîæäåíèÿ óðàâíåíèé äâèæåíèÿ
ìåõàíè÷åñêèõ ñèñòåì).
Äëÿ ñèñòåìû èç ïðåäûäóùåé çàäà÷è (ñ ìàòåìàòè÷åñêèì ìàÿòíèêîì) ôóíêöèîíàë

äåéñòâèÿ äà¼òñÿ èíòåãðàëîì

S[ϕ] =

∫ tf

ti

dt[
ϕ̇2

2
+ ω2(cosϕ− 1)].

(Ïîòåíöèàë ω2(1− cosϕ) âûáèðàåòñÿ â òàêîì âèäå èç íåêîòîðûõ ôèçè÷åñêèõ ñîîáðà-

æåíèé.) Ïðèðàâíÿâ åãî âàðèàöèþ ê íóëþ ñ ó÷¼òîì íà÷àëüíûõ óñëîâèé (ϕ(ti) = ϕi,
ϕ(tf ) = ϕf ), ìû ïîëó÷àåì óðàâíåíèå (4). Çàìåòèì, ÷òî åñëè L íå çàâèñèò ÿâíî îò
âðåìåíè, òî ôóíêöèÿ ýíåðãèè, çàäàâàåìàÿ ôîðìóëîé

E(q, q̇) = q̇
∂L(q, q̇)

∂q̇
− L(q, q̇),

ñîõðàíÿåòñÿ âî âðåìåíè, dE
dt

= 0. Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî êîíñòàíòà C, äëÿ êîòîðîé
ìû ââåëè ïàðàìåòðèçàöèþ ÷åðåç ϕ0, C = −ω2 cosϕ0, è åñòü ýíåðãèÿ ìàòåìàòè÷åñêîãî



ìàÿòíèêà,

E(ϕ, ϕ̇) =
ϕ̇2

2
− ω2 cosϕ, Ė = 0.

Åñëè æå ëàãðàíæèàí ÿâíî çàâèñèò îò âðåìåíè, òî èçìåíåíèå ôóíêöèè ýíåðãèè âî
âðåìåíè äà¼òñÿ ôîðìóëîé

dE

dt
= −∂L

∂t
.

Äëÿ íàøåãî ñëó÷àÿ � îñöèëëÿòîðà ñ ïåðåìåííîé ÷àñòîòîé ω(t) è âíåøíèì âîçäåé-
ñòâèåì f(t) � ôóíêöèþ Ëàãðàíæà ìîæíî âûáðàòü â âèäå

L(x, ẋ, t) =
1

2
ẋ2 − 1

2
ω2(t)x2 + f(t)x.

Ñîîòâåòñòâóþùåå óðàâíåíèå Ýéëåðà�Ëàãðàíæà èìååò âèä

−ω2(t)x2 + f(t)− ẍ = 0,

÷òî ñîâïàäàåò ñ ðàññìîòðåííûì ðàíåå óðàâíåíèåì. Çäåñü ìû òàêæå ó÷èòûâàåì íåâà-

ðüèðóåìûå íà÷àëüíûå äàííûå x(ti) = xi è x(tf ) = xf . Ìû âèäèì, ÷òî ýòî òî æå
ñàìîå íåîäíîðîäíîå ëèíåéíîå äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå âòîðîãî ïîðÿäêà, íî ñ
ñîâåðøåííî äðóãèìè äîïîëíèòåëüíûìè óñëîâèÿìè: âìåñòî óñëîâèé (çàäà÷è Êîøè)
íà êîîðäèíàòó è ñêîðîñòü â îäèí è òîò æå ìîìåíò âðåìåíè x(ti) = ẋ(ti) = 0, çäåñü
ìû èìååì êðàåâûå óñëîâèÿ íà ôóíêöèþ êîîðäèíàòû, x(ti) = xi è x(tf ) = xf .
Íàéä¼ì òåïåðü ïðè÷èííóþ ôóíêöèþ Ãðèíà äë îñöèëëÿòîðà ñ ïîñòîÿííîé ÷àñòîòîé

ω(t) = ω0 è ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè x(ti) = x(tf ) = 0. Îäíîðîäíîå óðàâíåíèå èìååò
îáùåå ðåøåíèå

x(t) = A sinω0t+B cosω0t.

Ïîñòîÿííûå êîýôôèöèåíòû A è B ìîæíî ïðàâèëüíî çàêîäèðîâàòü â ti è tf , âûáðàâ
äâà ëèíåéíî íåçàâèñìûõ ðåøåíèÿ

x1(t) = sinω0(t− ti), x2(t) = sinω0(tf − t).
Ïðè ýòîì âðîíñêèàí ñèñòåìû

W = −ω0 sinω0(tf − ti)
áóäåò îòëè÷åí îò 0, åñëè òîëüêî ω0(tf − ti) 6= πk, k ∈ Z+.
Âñïîìíèì, ÷òî îáùåå ðåøåíèå íåîäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ áûëî íàéäåíî â âèäå

x(t) =
1

W

∫ t1

t

dτx1(t)x2(τ)f(τ) +
1

W

∫ t

t2

dτx1(τ)x2(t)f(τ).

Ïîñëå íåêîòîðûõ ïðîñòûõ ïðåîáðàçîâàíèé (NB! ïàðàìåòðû t1 è t2 îäíîçíà÷íî ôèê-
ñèðóþòñÿ çíà÷åíèÿìè ti, tf ) è ñ èñïîëüçîâàíèåì ôóíêöèè Õåâèñàéäà ýòî âûðàæåíèå
ñâîäèòñÿ ê ñëåäóþùåìó:

x(t) =

∫ tf

ti

dτGF (t; τ)f(τ),

ãäå GF (t; τ) åñòü ò. í. ïðè÷èííàÿ ôóíêöèÿ Ãðèíà çàäà÷è,

GF (t; τ) = − 1

ω0 sinω0(tf − ti)

[
Θ(0τ − t) sinω0(t− ti) sinω0(tf − τ)

+ Θ(t− τ) sinω0(tf − t) sinω0(τ − ti)
]
.



Èòàê, ðåøåíèå ðàçíûõ çàäà÷ î ãàðìîíè÷åñêèõ êîëåáàíèÿõ äàþòñÿ ëèíåéíûì ôóíê-

öèîíàëîì îò âíåøíåé ñèëû f(t), çàäàííîé â ïðîìåæóòêå âðåìåíè [ti, tf ]. Êîíêðåòíî,
ýòîò ôóíêöèîíàë îïðåäåëÿåòñÿ ôóíêöèåé Ãðèíà çàäà÷è

x(t) =

∫ tf

ti

G(t; τ)f(τ).

Ïîòðåáîâàâ, ÷òî âíåøíåå âîçäåéñòâèå f(t) âûêëþ÷àåòñÿ (ðàâíî 0) âíå ïðîìåæóòêà
[ti, tf ], ïîñëåäíåå âûðàæåíèå ìîæíî çàïèñàòü â âèäå èíòåãðàëà ïî âñåé âåùåñòâåííîé
îñè,

x(t) =

∫
R

dτG(t; τ)f(τ) ≡ (Gt, f).

Îáîçíà÷åíèå â ïðàâîé ÷àñòè èñïîëüîâàíî äëÿ ñâ¼ðòêè äâóõ ôóíêöèé (îíî áóäåò èñ-
ïîëüçîâàòüñÿ ïîçæå).

Çàäà÷à 3. Íàéòè ðåøåíèÿ ñëåäóþùèõ òð¼õ çàäà÷, ñîïðîâîäèâ èõ ïîÿñíåíèÿìè:

•
ẍ(t) + x(t) = 2t− π,
x(0) = 0, x(π) = 0.

Îáùåå ðåøåíèå èìååò âèä

x(t) = C1 sin t+ C2 cos t+ 2t− π,
ãäå êîíñòàíòû äîëæíû óäîâëåòâîðÿòü óñëîâèÿì

x(0) = C1 · 0 + C2 · 1− π = 0,

x(π) = C1 · 0− C2 · 1 + π = 0,

îòêóäà ïîëó÷àåì C2 = π, à C1 ìîæåò ïðèíèìàòü ëþáûå çíà÷åíèÿ. Ïîýòîìó
èìååì íå åäèíñòâåííîå ðåøåíèå, à öåëîå ïàðàìåòðè÷åñêîå ñåìåéñòâî ðåøåíèé,

x(t) = π cos t+ 2t− π + C sin t.

•
ẍ(t) + x(t) = 1,

x(0) = 0, x(π/2) = 0.

Îáùåå ðåøåíèå
x(t) = C1 sin t+ C2 cos t+ 1.

Óñëîâèÿ íà êîíñòàíòû ôèêñèðóþò èõ îäíîçíà÷íî,

C1 = C2 = −1.

Â ðåçóëüòàòå èìååì åäèíñòâåííîå ðåøåíèå çàäà÷è x(t) = − sin t− cos t+ 1.
•

ẍ(t) + x(t) = 1,

x(0) = 0, x(π) = 0.

Çäåñü îáùåå ðåøåíèå òàêîå æå, êàê è âûøå, íî óñëîâèÿ íà êîíñòàíòû

C1 · 0 + C2 · 1 + 1 = 0, C1 · 0− C2 · 1 + 1 = 0

ïðîòèâîðå÷èâû. Ðåøåíèå íå ñóùåñòâóåò.



Îáúÿñíåíèå òàêîå, ÷òî îïåðàòîð
d2

dt2
+ ω2

ìîæåò áûòü âûðîæäåí íà ìíîæåñòâå ôóíêöèé, óäîâëåòâîðÿþùèõ çàäàííûì êðàåâûì
óñëîâèÿì. Åñëè åãî ÿäðî òðèâèàëüíî, òî îïåðàòîð îáðàòèì è ðåøåíèå ñóùåñòâóåò è
åäèíñòâåííî. Åñëè æå îí èìååò íåòðèâèàëüíîå ÿäðî, òî ëèáî ðåøåíèÿ íåò âîîáùå,
ëèáî îíî ñóùåñòâóåò, íî íå åäèíñòâåííî.
Äëÿ ñàìîñòîÿòåëüíîãî ðåøåíèÿ (ðàçîáðàëè ó äîñêè): êðàåâàÿ çàäà÷à

ẍ(t) + x(t) = f(t),

x(0) = 0, x(π/2) = 0.

Íàøëè ðåøåíèå â âèäå

x(t) =

∫ π/2

0

dτ G(t; τ)f(τ),

ãäå ïðè÷èííàÿ ôóíêöèÿ Ãðèíà èìååò ÿâíûé âèä

G(t; τ) =

{
− cos t sin τ, 0 ≤ t ≤ τ,
− sin t cos τ, τ ≤ t ≤ π/2,

÷òî ìîæåò áûòü çàïèñàíî ñ ïîìîùüþ ôóíêöèè Õåâèñàéäà êàê

G(t; τ) = −Θ(t− τ) sin t cos τ −Θ(τ − t) cos t sin τ.

Çàäà÷à 4. ßâëåíèå ðåçîíàíñà (äëÿ äîìàøíåãî ñàìîñòîÿòåëüíîãî ðåøåíèÿ). Íà ëè-
íåéíûé ãàðìîíè÷åñêèé îñöèëëÿòîð â ìîìåíò âðåìåíè t = T íà÷èíàåò äåéñòâîâàòü
âûíóæäàþùàÿ ñèëà f(t) = f0 sin Ωt, ãäå ΩT = 2π. Ðåøèòü çàäà÷ó Êîøè

ẍ(t) + ω2x(t) = Θ(t− T )f0 sin Ωt,

x(0) = 0, ẋ(0) = 0,

è íàéòè çàâèñèìîñòü àìïëèòóäû è ôàçû êîëåáàíèé îñöèëëÿòîðà îò ïàðàìåòðîâ âû-
íóæäàþùåé ñèëû (f0, Ω) â ìîìåíò âðåìåíè T .

Çàäà÷à 5. Ðàññìîòðåòü äèñêðåòíóþ âåðñèþ êðàåâîé çàäà÷è äëÿ îñöèëëÿòîðà ñ âû-
íóæäàþùåé ñèëîé:

ẍ(t) + ω2x(t) = f(t), x(ti) = 0 = x(tf ).

Íàéòè íåïðåðûâíûé ïðåäåë äëÿ ñâîáîäíîé ÷àñòèöû (ω = 0) ïîä âíåøíèì âîçäåé-
ñòâåì.

Çàäà÷à 6. Íàéòè äâà ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ

ẍ(t) +
1

4t2
x(t) = 0, t > 0,

ñ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè a) x(1) = 1, ẋ(1) = 0 è b) x(1) = 0, ẋ(1) = 1.
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Ðèñ. 1. Ìàòåìàòè÷åñêèé ìàÿòíèê: êîëåáàíèÿ ãðóçèêà â ïîëå òÿæåñòè
áåç òðåíèÿ íà íåâåñîìîé, íåðàñòÿæèìîé íèòè


