
ÒÔÊÏ, ñåìèíàð 2, äîïîëíèòåëüíûå çàäà÷è

1. Ñêîëüêî êîðíåé (ñ ó÷åòîì êðàòíîñòè) èìååò â åäèíè÷íîì êðóãå
{z : |z| < 1} ìíîãî÷ëåí z7 + 3z + 1?

2. Ñêîëüêî íóëåé (ñ ó÷åòîì êðàòíîñòè) èìååò â êðóãå {z : |z| < 2} ôóíê-
öèÿ f(z) = 2z3 + ez + 1?

3. Ïóñòü ôóíêöèÿ f ãîëîìîðôíà è íå ÿâëÿåòñÿ ïîñòîÿííîé íà ñâÿçíîì
îòêðûòîì ìíîæåñòâå U ⊂ C. Ïîêàæèòå, ÷òî åñëè f íå èìååò íóëåé â U ,
òî ôóíêöèÿ z 7→ |f(z)| íå ìîæåò èìåòü â U ëîêàëüíîãî ìèíèìóìà.

4. Ïóñòü ôóíêöèÿ f ãîëîìîðôíà è âçàèìíî îäíîçíà÷íà â íåêîòîðîé ïðî-
êîëîòîé îêðåñòíîñòè òî÷êè a.

(à) Äîêàæèòå, ÷òî f íå ìîæåò èìåòü â òî÷êå a ñóùåñòâåííîé îñîáåí-
íîñòè.

(á) Åñëè f èìååò â òî÷êå a ïîëþñ, ÷òî ìîæíî ñêàçàòü î åãî ïîðÿäêå?

5. Äîêàæèòå, ÷òî âñÿêèé êîíôîðìíûé àâòîìîðôèçì êîìïëåêñíîé ïëîñ-
êîñòè èìååò âèä z 7→ az + b, a 6= 0. (Óêàçàíèå. Ïóñòü f : C → C� òàêîé
àâòîìîðôèçì. Äëÿ íà÷àëà ïîêàæèòå, ÷òî ó f â áåñêîíå÷íîñòè íåò ñóùå-
ñòâåííîé îñîáåííîñòè.)

6. Ïóñòü f �öåëàÿ ôóíêöèÿ, íå ÿâëÿþùàÿñÿ ïîñòîÿííîé. Ïîëîæèì
M(r) = max

|z|=r
|f(z)|. Äîêàæèòå, ÷òî ôóíêöèÿ r 7→ M(r) ÿâëÿåòñÿ ñòðî-

ãî âîçðàñòàþùåé. ×åìó ìîæåò áûòü ðàâåí åå ïðåäåë ïðè r → +∞?

7. Òî÷êè P1, . . . , Pn ëåæàò âíå êðóãà ñ öåíòðîì â òî÷êå O. Äîêàæèòå, ÷òî
íà ãðàíèöå êðóãà ñóùåñòâóåò òî÷êà, äëÿ êîòîðîé ïðîèçâåäåíèå ðàññòîÿ-
íèé äî òî÷åê P1, . . . , Pn áîëüøå, ÷åì OP1 · . . . · OPn, à òàêæå òî÷êà, äëÿ
êîòîðîé ýòî ïðîèçâåäåíèå ìåíüøå, ÷åì OP1 · . . . ·OPn.

8. Äîêàæèòå, ÷òî íå ñóùåñòâóåò êîíôîðìíîãî èçîìîðôèçìà ìåæäó îò-
êðûòûìè ìíîæåñòâàìè C \ {0, 1, 2} è C \ {0, 1, 1000}.

9. Ïóñòü f �íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ íà åäèíè÷íîé îêðóæíîñòè {z : |z| =
1}. Äîêàæèòå, ÷òî f ïðîäîëæàåòñÿ äî ôóíêöèè, íåïðåðûâíîé íà çàìêíó-
òîì äèñêå {z : |z| 6 1} è ãîëîìîðôíîé â åãî âíóòðåííîñòè, òîãäà è òîëüêî
òîãäà, êîãäà åå êîýôôèöèåíòû Ôóðüå f̂(n) îáðàùàþòñÿ â íóëü ïðè âñåõ
n < 0.

Ïî îïðåäåëåíèþ,

f̂(n) =
1

2π

∫ 2π

0

f(eit)e−int dt = 0.


