
ÒÔÊÏ, ñåìèíàð 1, äîïîëíèòåëüíûå çàäà÷è

1. Ïóñòü U ⊂ C� ñâÿçíîå îòêðûòîå ïîäìíîæåñòâî. Ïîêàæèòå, ÷òî êîëü-
öî ôóíêöèé, ãîëîìîðôíûõ íà U , öåëîñòíî (ò. å. ÷òî åñëè fg ≡ 0, òî f ≡ 0
èëè g ≡ 0).

2. Ïóñòü D̄ = {z : |z| < 1}� çàìêíóòûé åäèíè÷íûé êðóã è D = int(D)�
åãî âíóòðåííîñòü. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ôóíêöèÿ f íåïðåðûâíà íà D̄, ãî-
ëîìîðôíà íà D è òîæäåñòâåííî îáðàùàåòñÿ â íóëü íà íåêîòîðîé äóãå
ãðàíèöû. Äîêàæèòå, ÷òî f ≡ 0.

3. Ôóíêöèÿ f íåïðåðûâíà â åäèíè÷íîì êðóãå D̄ = {z : |z| 6 1} è ãî-
ëîìîðôíà â åãî âíóòðåííîñòè D. Äîêàæèòå, ÷òî ýëëèïñ, îðèåíòèðîâàí-
íûé îòðèöàòåëüíî, îáðàçîì ïîëîæèòåëüíî îðèåíòèðîâàííîé åäèíè÷íîé
îêðóæíîñòè ïðè îòîáðàæåíèè f áûòü íå ìîæåò.

4. Ïóñòü, â óñëîâèÿõ çàäà÷è 3, îáðàç ïîëîæèòåëüíî îðèåíòèðîâàííîé
åäèíè÷íîé îêðóæíîñòè � ýëëèïñ, îðèåíòèðîâàííûé ïîëîæèòåëüíî. ×òî
ìîæíî ñêàçàòü ïðî ìíîæåñòâî f(D)?

5. Ïóñòü ôóíêöèÿ f íåïðåðûâíà â çàìêíóòîì åäèíè÷íîì êðóãå {z : |z| 6
1} è ãîëîìîðôíà â åãî âíóòðåííîñòè.

(à) Ìîæåò ëè â ýòîé ñèòóàöèè îáðàç åäèíè÷íîé îêðóæíîñòè áûòü
¾âîñüìåðêîé¿, èçîáðàæåííîé íà ðèñ. 1 (ñòðåëêè óêàçûâàþò íàïðàâëåíèå
îáõîäà, èíäóöèðîâàííîå îáõîäîì åäèíè÷íîé îêðóæíîñòè â ïîëîæèòåëü-
íîì íàïðàâëåíèè)?

Ðèñ. 1:

(á) Òîò æå âîïðîñ, ÷òî â ïóíêòå (à), íî íà ñåé ðàç íàïðàâëåíèå îáõîäà
(è êîëè÷åñòâî îáõîäîâ) ¾âîñüìåðêè¿ íàì íå çàäàíî: äàíî òîëüêî, ÷òî îíà
êàê ìíîæåñòâî ÿâëÿåòñÿ îáðàçîì ãðàíè÷íîé îêðóæíîñòè.

(â) Ìîæåò ëè â ýòîé ñèòóàöèè îáðàç åäèíè÷íîé îêðóæíîñòè áûòü
ðàâåí îáúåäèíåíèþ åäèíè÷íîé îêðóæíîñòè è îòðåçêà [1; 2] íà äåéñòâè-
òåëüíîé îñè?

(ã) À îáúåäèíåíèþ åäèíè÷íîé îêðóæíîñòè è îòðåçêà [1/2; 1] íà äåé-
ñòâèòåëüíîé îñè?
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6.Ôóíêöèÿ f íåïðåðûâíà â çàìêíóòîì åäèíè÷íîì êðóãå D̄ = {z : |z| 6 1}
è ãîëîìîðôíà â åãî âíóòðåííîñòè. Ïîëîæèì ∂D = {z : |z| = 1}. Äîêàæè-
òå, ÷òî åñëè f(∂D) ⊂ ∂D è f íå ÿâëÿåòñÿ êîíñòàíòîé, òî f(∂D) = ∂D.

7. È ñíîâà ôóíêöèÿ f íåïðåðûâíà â çàìêíóòîì åäèíè÷íîì êðóãå D̄ =
{z : |z| 6 1} è ãîëîìîðôíà â åãî âíóòðåííîñòè D. Ïîëîæèì ∂D =
{z : |z| = 1}. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè f(∂D) = ∂D, òî ñóùåñòâóþò òàêèå
÷èñëà a1, . . . , an ∈ D è θ ∈ R, ÷òî

f = eiθ
n∏
k=1

z − ak
1− ākz

(òàêèå ôóíêöèè íàçûâàþòñÿ ¾êîíå÷íûìè ïðîèçâåäåíèÿìè Áëÿøêå¿; n
ìîæåò ðàâíÿòüñÿ íóëþ� â ýòîì ñëó÷àå ïîäðàçóìåâàåòñÿ, ÷òî f òîæäå-
ñòâåííî ðàâíà eiθ).

Óêàçàíèå. Ñíà÷àëà äîêàæèòå, ÷òî íóëåé ó ôóíêöèè êîíå÷íîå ÷èñëî.
Çàòåì ñâåäèòå ê ñëó÷àþ, êîãäà íóëåé íåò.
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