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Çàíÿòèå 22.09.2020

Ïîäñòàíîâêà Ëàïëàñà äëÿ ðåøåíèÿ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé:

ïðèëîæåíèå ê êâàíòîìåõàíè÷åñêèì çàäà÷àì.

×àñòèöà â äâóìåðíîé êðóãëîé ïîòåíöèàëüíîé ÿìå: ïîñòàíîâêà. Êëàññè÷å-
ñêèé ãàìèëüòîíèàí äëÿ ÷àñòèöû â êðóãëîé äâóìåðíîé ïîòåíöèàëüíîé ÿìå

(1) Hcl = (p21 + p22)/2m+ U(x1, x2), U = −U0Θ(r0 −
√
x21 + x22).

Ýíåðãèÿ ÷àñòèöû, óäåðæèâàþùåéñÿ â ÿìå, òàêèì îáðàçîì, ìîæåò áûòü îò −U0 äî 0.
Òåïåðü ìû ïåðåõîäèì ê êâàíòîâîé ìåõàíèêå. Â ðåçóëüòàòå èìïóëüñ ó íàñ ïðåâðà-

ùàåòñÿ â îïåðàòîð ñäâèãà pj → −i~∂/∂xi è ïåðåñòàåò êîììóòèðîâàòü ñ îïåðàòîðîì
êîîðäèíàòû:

(2) [pj, xk] = −iδjk~.

Íåêîììóòàòèâíîñòü îçíà÷àåò, ÷òî ìû íå ìîæåì îäíîâðåìåííî èçìåðèòü êîîðäèíàòó
è èìïóëüñ (ò.í. ïðèíöèï íåîïðåäåëåííîñòè Ãåéçåíáåðãà). Ãàìèëüòîíèàí ñòàíîâèòñÿ
ñàìîñîïðÿæåííûì äèôôåðåíöèàëüíûì îïåðàòîðîì âòîðîãî ïîðÿäêà:

(3) Ĥ = −~2/2m
(
∂2

∂x21
+

∂2

∂x22

)
+ U(x1, x2), U = −U0Θ(r0 −

√
x21 + x22).

Ïðè ýòîì ñîñòîÿíèÿ ÷àñòèö îïèñûâàþòñÿ âîëíîâûìè ôóíêöèÿìè ψ(x) ∈ L2, êîòî-
ðûå ÿâëÿþòñÿ âåêòîðàìè â áåñêîíå÷íîìåðíîì ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå. Èçìåðÿÿ
íåêîòîðóþ íàáëþäàåìóþ, íàïðèìåð ýíåðãèþ, ìû ìîæåì ïîëó÷èòü òîëüêî ñîáñòâåí-
íûå çíà÷åíèÿ ñîîòâåòñòâóþùåãî íàáëþäàåìîé ñàìîñîïðÿæåííîãî îïåðàòîðà. Åñëè â
ðåçóëüòàòå èçìåðåíèé ìû ïîëó÷àåì ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå λn, òî ñîñòîÿíèå êîëëàïñè-
ðóåò ê ñîîòâåòñòâóþùåìó ñîáñòâåííîìó ñîñòîÿíèþ îïåðàòîðà èçìåðÿåìîé íàáëþäàå-
ìîé. Âåðîÿòíîñòü ïîëó÷èòü ñ.ç. λn ðàâíà êâàäðàòó ìîäóëÿ ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ
èçìåðÿåìîãî ñîñòîÿíèÿ ñ ñîîòâåòñòâóþùèì ñîáñòâåííûì çíà÷åíèåì, êîòîðûé äëÿ îä-
íîìåðíîé çàäà÷è íà ïðÿìîé çàïèñûâàåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

(4) |〈λn|ψ〉|2 =

∣∣∣∣∫
R
λ∗n(x)ψ(x)

∣∣∣∣2 .
Ñàìà âîëíîâàÿ ôóíêöèÿ ïî îïðåäåëåíèþ � ýòî ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå ψ(x) = 〈x|ψ〉,
ò.å. ýòî êîîðäèíàòû àáñòðàêòíîãî âåêòîðà ãèëüáåðòîâà ïðîñòðàíñòâà â ñîîòâåòñòâó-
þùåì "êîîðäèíàòíîì"áàçèñå, à êâàäðàò ìîäóëÿ âîëíîâîé ôóíêöèè |ψ(x)|2 = |〈x|ψ〉|2
ðàâåí ïëîòíîñòè âåðîÿòíîñòè îáíàðóæèòü ÷àñòèöó â äàííîé òî÷êå x.

×àñòèöà â äâóìåðíîé êðóãëîé ïîòåíöèàëüíîé ÿìå: ñâåäåíèå ê âûðîæäåí-

íîìó ãèïåðãåîìåòðè÷åñêîìó óðàâíåíèþ. Ïðåäåëüíûé ñëó÷àé áåñêîíå÷íî

ãëóáîêîé ïîòåíöèàëüíîé ÿìû. Íàøà çàäà÷à: íàéòè ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ãà-
ìèëüòîíèàíà, ò.å. ðåøèòü äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå

(5) − ~2

2m

(
∂2

∂x21
+

∂2

∂x22

)
ψ(x)− U0Θ(r0 −

√
x21 + x22)ψ(x) = Eψ(x).

Ôàêòè÷åñêè ó íàñ åñòü äâà ðàçíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèÿ: âíå ÿìû è âíóò-
ðè ÿìû. Íàì íóæíî áóäåò ðåøèòü îáà óðàâíåíèÿ, ïîñëå ÷åãî ïîòðåáîâàòü óñëîâèå



íåïðåðûâíîñòè âîëíîâîé ôóíêöèè è åå ïðîèçâîäíîé íà ãðàíèöå ÿìû (ò.í. ñøèâêà).
Ýòî òðåáîâàíèå áóäåò îáúÿñíåíî â ïðîöåññå ðåøåíèÿ.
Ìû èíòåðåñóåìñÿ ñâÿçàííûì ñîñòîÿíèåì ÷àñòèöû. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî íàñ óñòðîÿò

òîëüêî òàêèå ñîáñòâåííûå ñîñòîÿíèÿ, êîòîðûå ëîêàëèçîâàíû â ðàéîíå ÿìû, ò.å. ÷òîáû
êâàäðàò ìîäóëÿ âîëíîâîé ôóíêöèè |ψ(x)|2 óáûâàë ïðè óäàëåíèè îò ÿìû.
Ïåðâûé ýòàï � ýòî åñòåñòâåííûé ïåðåõîä ê ïîëÿðíûì êîîðäèíàòàì r, φ:

(6) − ~2

2m

(
∂2

∂r2
+

1

r

∂

∂r
+

1

r2
∂2

∂φ2

)
ψ(r, φ)− U0Θ(r0 − r)ψ(r, φ) = Eψ(r, φ).

Áóäåì èñêàòü ðåøåíèå â âèäå ψ(r, φ) = R(r)Φ(φ). Ïîñòôàêòóì ìû îáúÿñíèì, ïî÷åìó
áîëüøå íè÷åãî èñêàòü íå íàäî. Èìååì:

(7)
r2~2

2m

(
∂2

∂r2
+ 1

r
∂
∂r

)
R(r)

R(r)
+ r2U0Θ(r0 − r) + Er2 =

1

Φ(φ)

∂2Φ(φ)

∂φ2

Ìû âèäèì, ÷òî ëåâàÿ ÷àñòü çàâèñèò òîëüêî îò r, à ïðàâàÿ � òîëüêî îò φ, çíà÷èò
îáå ñòîðîíû � êîíñòàíòû. Çíà÷èò Φ(φ) = C1e

αφ +C2e
−αφ. Èç óñëîâèÿ ïåðèîäè÷íîñòè

ïî φ ìû ïîëó÷àåì, ÷òî ýòà êîíñòàíòà ðàâíà n2, ãäå n ∈ Z≥0. Ïîëó÷àåì, ÷òî R(r)
óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ:

(8) − ~2

2m

(
∂2

∂r2
+ 1/r

∂

∂r
− n2/r2

)
R(r)− U0Θ(r0 − r)R(r) = ER(r).

Ýòîò ñïîñîá íàçûâàåòñÿ ðàçäåëåíèåì ïåðåìåííûõ. Ïîñêîëüêó L2 ôóíêöèÿ ðàñêëàäû-
âàåòñÿ â ðÿä Ôóðüå ïî φ, òî ìû âèäèì, ÷òî ìû íå ïîòåðÿëè íèêàêèõ ñîáñòâåííûõ
ñîñòîÿíèé.
Òåïåðü ñòàíäàðòíàÿ ïðîöåäóðà � ýòî îáåçðàçìåðèâàíèå óðàâíåíèÿ. À èìåííî, ñäå-

ëàåì çàìåíó

(9) ρ = r/rt, rt =
~√

2mU0

, ε = −E/U0, ρ0 = r0/rt

è ïîëó÷èì îêîí÷àòåëüíî óðàâíåíèå

(10)

(
ρ
d2

dρ2
+

d

dρ
+ ρΘ(ρ0 − ρ) + n2/ρ

)
R(ρ) = ρεR(ρ)

Òåïåðü ìîæíî ëåãêî îáúÿñíèòü, ïî÷åìó ìû òðåáóåì óñëîâèÿ íåïðåðûâíîñòè R(ρ)
è dR(ρ)/dρ. Ïðîèíòåãðèðóåì ïîñëåäíåå óðàâíåíèå ïî dρ/ρ íà ìàëåíüêîì îòðåçêå,
ñîäåðæàùåì ρ0 è óñòðåìèì îòðåçîê ê 0. Ìû ïîëó÷èì, ÷òî ñêà÷îê ïðîèçâîäíîé äîëæåí
áûòü ðàâåí 0.
Äîêàæåì ðÿä ïðîñòûõ ôàêòîâ ïðî óðîâíè (ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ýíåðãèè):

a) Ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå E ≥ U0. Ðàññìîòðèì ñðåäíþþ ýíåðãèþ 〈E〉 = 〈ψ|Ĥ|ψ〉.
Îíà áîëüøå, ëèáî ðàâíà −U0 Ýòî ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî êèíåòè÷åñêèé ÷ëåí ãà-
ìèëüòîíèàíà � ýòî ñóììà êâàäðàòîâ ñàìîñîïðÿæåííûõ îïåðàòîðîâ è ñðåäíåå
îò íåãî íåîòðèöàòåëüíîå. Íàêîíåö, èç òîãî, ÷òî ñðåäíåå âñåãäà íå ìåíüøå −U0,
ñëåäóåò, ÷òî è îñíîâíîå ñîñòîÿíèå áîëüøå −U0.

b) Äëÿ ñâÿçàííûõ ñîñòîÿíèé ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ E ≤ 0. Ýòî ñëåäóåò èç ðàñ-
ñìîòðåíèÿ àñèìïòîòèêè ñîáñòâåííîé âîëíîâîé ôóíêöèè íà áîëüøèõ ðàññòîÿ-
íèÿõ îò ÿìû. Îíà ïðèáëèæåííî ðàâíà e−

√
ερ, ò.å. ïðè ïîëîæèòåëüíîé ýíåðãèè



âîëíîâàÿ ôóíêöèÿ îñöèëëèðóåò, à ïðè îòðèöàòåëüíîé � ýêñïîíåíöèàëüíî óáû-
âàåò, ò.å. â ïåðâîì ñëó÷àå ÷àñòèöà íå ëîêàëèçîâàíà â ðàéîíå ÿìû, à âî âòîðîì
� ëîêàëèçîâàíà.

c) Îñíîâíîå ñîñòîÿíèå àêñèàëüíî ñèììåòðè÷íî (ò.å. n = 0). Ïðåäïîëîæèì, ÷òî îñ-
íîâíîå ñîñòîÿíèå èìååò |n| > 0 è ðàâíî f(r)einφ. Ðàññìîòðèì ñîñòîÿíèå ψ(r, φ) =
f(r) (íåñîáñòâåííîå, âîîáùå ãîâîðÿ). Èñõîäÿ èç âèäà ãàìèëüòîíèàíà, åãî ñðåä-
íÿÿ ýíåðãèÿ ìåíüøå, ÷åì ó f(r)einφ. Íî ñðåäíÿÿ ýíåðãèÿ íå ìîæåò áûòü ìåíüøå
ýíåðãèè îñíîâíîãî ñîñòîÿíèÿ.

Äàëåå ìû õîòèì íàéòè îñíîâíîå ñâÿçàííîå ñîñòîÿíèå ÷àñòèöû â ÿìå, ò.å. áåðåì
n = 0.

Ïîäñòàíîâêà Ëàïëàñà èëè èìïóëüñíîå ïðåäñòàâëåíèå. Áóäåì èñêàòü ðåøåíèå
óðàâíåíèÿ â âèäå

(11) R(ρ) =

∫
C

dzu(z)ezρ,

ãäå C � íåêîòîðûé êîíòóð íà êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè.
Òîãäà ïîëó÷àåì:

(12) ρR(m)(ρ) =

∫
C

zmu(z)dezρ = zmρu(z)ezρ|Cf

Cs
−
∫
C

dz
d

dz
(zmu(z))ezρ,

òàêèì îáðàçîì, äîñòàòî÷íîå óñëîâèå, ÷òîáû óðàâíåíèå ðåøàëîñü � ýòî äèôôåðåíöè-
àëüíîå óðàâíåíèå

(13) u′(z)(z2 + A) + u(z)z, A =

{
1− ε = κ2, ρ < ρ0
−ε = −κ2, ρ > ρ0

,

ïðè ýòîì òðåáóåòñÿ, ÷òîáû âûïîëíÿëîñü óñëîâèå çàíóëåíèÿ ÷ëåíà, âîçíèêàþùåãî èç
èíòåãðèðîâàíèÿ ïî ÷àñòÿì:

(14) ezρu(z)(z2 + A)|Cf

Cs
= 0,

ýòî äîñòèãàåòñÿ ïîäõîäÿùèì âûáîðîì êîíòóðà.
Îñíîâíîå óïðîùåíèå çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî ìû ìîæåì ïåðåéòè îò óðàâíåíèÿ âòî-

ðîãî ïîðÿäêà ê óðàâíåíèþ ïåðâîãî ïîðÿäêà, êîòîðîå ëåãêî ðåøàåòñÿ. Â ñëó÷àå, åñëè
áû ρ áûëî áû íå ðàäèàëüíîé êîîðäèíàòîé, à îáû÷íîé êîîðäèíàòîé íà ïðÿìîé, ïîä-
ñòàíîâêà Ëàïëàñà îçíà÷àåò ïåðåõîä ê òàê íàçûâàåìîìó èìïóëüñíîìó ïðåäñòàâëåíèþ:

(15) ψ(x) = 〈x|ψ〉 =

∫
dp〈x|p〉〈p|ψ〉,

ãäå ìû âîëíîâóþ ôóíêöèþ ψ(x) ðàçëîæèëè ïî áàçèñó ñîáñòâåííûõ ôóíêöèé îïåðà-
òîðà èìïóëüñà 〈x|p〉 = eipx. Òàêîé ïåðåõîä îïðàâäàí, êîãäà ïîëèíîìèàëüíûé ïîðÿäîê
îïåðàòîðà êîîðäèíàòû íèæå, ÷åì îïåðàòîðà èìïóëüñà, ò.å. äëÿ èìïóëüñà íå âûøå
ëèíåéíîãî. Ìû ðàññìîòðèì ïðèìåð ëèíåéíîãî ïîòåíöèàëà íà ïðÿìîé ïîçäíåå.



Ôóíêöèè Áåññåëÿ è ñøèâêà. Íàéäåì ðåøåíèå è îïðåäåëèì ïîäõîäÿùèé êîíòóð â
íàøåì ñëó÷àå. Ðåøàÿ äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå, ïîëó÷àåì

(16) u(z) =
const√
z2 + A

, ezρ
√
z2 + A|Cf

Cs
= 0.

Ïîñìîòðèì íà òî, êàêèå êîíòóðû ìû ìîæåì âûáðàòü â êàæäîì èç ñëó÷àåâ. Â êà-
÷åñòâå íóëåé ìû ìîæåì áðàòü ëèáî îòðèöàòåëüíóþ áåñêîíå÷íîñòü, ãäå çàíóëÿåòñÿ
ýêñïîíåíòà, ëèáî íóëè êîðíÿ. Åù¼ ìû õîòèì, ÷òîáû ïîëó÷åííûé êîíòóð íå ñòÿãèâàë-
ñÿ â íóëåâîé. Ôàêòè÷åñêè, ó íàñ ïîëó÷àåòñÿ ïî äâà íåçàâèñèìûõ êîíòóðà â êàæäîì
ñëó÷àå (ñì. ðèñóíîê): îäèí ñîåäèíÿåò äâà íóëÿ êîðíÿ, à äðóãîé èäåò îò îäíîãî èç
ýòèõ íóëåé â îòðèöàòåëüíóþ áåñêîíå÷íîñòü. Òàê, êîíå÷íî, è äîëæíî áûòü, ïîñêîëüêó
ó äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ âòîðîãî ïîðÿäêà äâà ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ ðåøå-
íèÿ. Âûÿñíèì àñèìïòîòèêè ýòèõ â áåñêîíå÷íîñòè è íóëå è ïîñìîòðèì, êàêèå íàì
ïîäõîäÿò.

1 : ρ < ρ0 :

∫ κ

−κ

dteitρ√
κ2 − t2

→ρ→0 const(17)

2 : ρ < ρ0 :

∫ +∞

0

e−ρteiκρdt√
t2 − 2itκ

→ρ→0 ∞(18)

3 : ρ > ρ0 :

∫ +∞

κ

dte−tρ√
t2 − κ2

→ρ→+∞ 0(19)

4 : ρ > ρ0 :

∫ +κ

−κ

dtetρ√
t2 − κ2

→ρ→+∞ i∞(20)

−κ κ

12

−iκ

iκ

3
4

Ðèñ. 1. Êîíòóðû èíòåãðèðîâàíèÿ

Òàêèì îáðàçîì:

(21) R<(ρ) =

∫ κ

−κ

dteitρ√
κ2 − t2

= 2

∫ 1

0

dt cos(κρt)√
1− t2

= 2
+∞∑
k=0

(−1)k
(κρ)2k

(2k)!

∫ 1

0

t2kdt√
1− t2

= π
∑
k=0

(−1)k
(κρ)2k

22kk!2
= πJ0(κρ)



� ôóíêöèÿ Áåññåëÿ ïåðâîãî ðîäà íóëåâîãî ïîðÿäêà (ïî÷åìó ìû èìååì ïðàâî ïîìå-
íÿòü ñóììèðîâàíèå è èíòåãðèðîâàíèå?);

(22) R>(ρ) =

∫ +∞

κ

dte−tρ√
t2 − κ2

= K0(κρ)

� ìîäèôèöèðîâàííàÿ ôóíêöèÿ Áåññåëÿ âòîðîãî ðîäà ïîðÿäêà n. Ïðîâåðèì êâàäðà-
òè÷íóþ èíòåãðèðóåìîñòü â îáëàñòè ρ > ρ0

(23) K0(κρ) =

∫ +∞

1

dte−tκρ√
t2 − 1

= e−ρκ
∫ +∞

0

dte−tκρ√
t(t+ 2)

=
e−ρκ√
2ρκ

∫ +∞

0

dte−t√
t

(1 + t/(2κρ))−1/2 =
e−ρκ√
2ρκ
√
π(1 +O((κρ)−1)).

Ïåðåéäåì ê ñøèâêå â òî÷êå ρ0. Ñ òî÷íîñòüþ äî îòíîñèòåëüíîé íîðìèðîâî÷íîé
êîíñòàíòû C

(24) R>(ρ0) = CR<(ρ0), R′>(ρ0) = CR′<(ρ0),

èëè, èñêëþ÷àÿ ýòó êîíñòàíòó,

(25) R>(ρ0)R
′
<(ρ0) = R<(ρ0)R

′
>(ρ0)

Äàâàéòå ïðåäïîëîæèì, ÷òî íàøà ÿìà ìåëêàÿ, ò.å. ρ0 << 1. Òîãäà ïîñìîòðèì íà
àñèìïòîòèêè ýòèõ ôóíêöèé ïðè ρ0 → 0. Íàì íóæíî åù¼ âû÷èñëèòü àñèìïòîòèêó
ôóíêöèè K0 ïðè ρ→ 0:

(26) K0(κρ) =

∫ 1

ρκ

dt(1 + (e−t − 1))√
t2 − (κρ)2

+

∫ +∞

1

dte−t√
t2 − (κρ)2

=

∫ 1/κρ

1

dt√
t2 − 1

+

∫ 1

0

dt(e−t − 1)

t
+

∫ +∞

1

dte−t

t
+ o(1)

= − log
ρκ
2

+ γ + o(1),

ãäå â ïîñëåäíåì ïåðåõîäå ìû èñïîëüçîâàëè èíòåãðàë
∫ +∞
0

dte−t log t = γ, êîòîðûé ìû
ïîëó÷èëè èíòåãðèðîâàíèåì ïî ÷àñòÿì.
Îêîí÷àòåëüíî ïîëó÷àåì:

(27) 1/2(κρ20)
2 log

2eγ

ρ0κ
= 1,

èëè

(28) E0 = −2~2e2γ

mr20
exp(− 2~2

mr20U0

).

Åùå îäèí ïðîñòîé ñëó÷àé, êîãäà çàäà÷à èìååò ïðîñòîå ðåøåíèå � ýòî ïðåäåë áåñ-
êîíå÷íîé ÿìû. Òîãäà óñëîâèå ñøèâêè ãîâîðèò, ÷òî ψ = 0 âíå (è íà ãðàíèöå) ÿìû.
Òóò îòâåòû äëÿ âñåõ óðîâíåé ýíåðãèè äàþòñÿ íóëÿìè ôóíêöèè Áåññåëÿ J0(ρ).


