
Ìàòåìàòè÷åñêàÿ òåîðèÿ èãð:

Äîìàøíåå çàäàíèå �4

1. Ìàëåíüêèé Âîëøåáíèê ó÷èòñÿ ñîçäàâàòü ïîãîäó. Ñíà÷àëà åìó íóæíî ñî-

çäàòü Äîáðóþ èëè Çëóþ òó÷ó. Ïîñëå ýòîãî åìó íóæíî ñîçäàòü îò îäíîé

äî òðåõ ìîëíèé. Èç Äîáðîé òó÷è ìîæåò ïîñûïàòüñÿ îäíà èëè äâå ìîë-

íèè, à èç Çëîé � îò îäíîé äî òðåõ. Ïîñëå ýòîãî Ìàëåíüêîìó Âîëøåáíèêó

íóæíî ñîçäàòü ãðîì. ×èñëî óäàðîâ ãðîìà ìîæåò áûòü îò îäíîãî äî òðåõ,

íî îíî íå ìîæåò áûòü ðàâíî ÷èñëó ñîçäàííûõ ìîëíèé (íàïðèìåð, îäíó

ìîëíèþ áóäóò ñîïðîâîæäàòü äâà èëè òðè óäàðà ãðîìà). Äëÿ ñîçäàíèÿ êàê

ìîëíèé, òàê è ãðîìà Ìàëåíüêèé âîëøåáíèê âûáèðàåò ÷èñëî èç äîïóñòè-

ìîãî ïîäìíîæåñòâà ìíîæåñòâà {1, 2, 3} è õëîïàåò â ëàäîøè âûáðàííîå

êîëè÷åñòâî ðàç. Ïîñòðîéòå äåðåâî èãðû äëÿ èãðû â ðàçâåðíóòîé ôîðìå,

ìîäåëèðóþùåé âîçìîæíûå õîäû Ìàëåíüêîãî Âîëøåáíèêà. Îòìåòüòå èí-

ôîðìàöèîííûå ìíîæåñòâà. Äëÿ ñìåøàííîé ñòðàòåãèè 1/3⊗ (Äîáðàÿ òó÷à,

1, 3) +1/3⊗ (Äîáðàÿ òó÷à, 2, 1) +1/3⊗ (Çëàÿ òó÷à, 3, 2) èç ñìåøàííîãî

ðàñøèðåíèÿ ïîñòðîéòå àññîöèèðîâàííóþ ñ íåé ïîâåäåí÷åñêóþ ñòðàòåãèþ.

Óêàæèòå èñõîäû, âåðîÿòíîñòè êîòîðûõ ïîìåíÿëèñü. Îäíîçíà÷íî ëè ìîæ-

íî îïðåäåëèòü ìíîæåñòâî òàêèõ èñõîäîâ?

2. Îäèí ÷åëîâåê, îòïðàçäíîâàâ ñâîé äåíü ðîæäåíèÿ, çàõîòåë ïðîãóëÿòüñÿ ïî

ïðÿìîé ëèíèè. Îí âñòàë â òî÷êó íîëü è ðåøèë, ÷òî êàæäûé øàã áóäåò äå-

ëàòü ëèáî âëåâî, ëèáî âïðàâî. Îäíàêî ñëåâà îò íåãî íà ðàññòîÿíèè îäíîãî

øàãà íàõîäèòñÿ ÿìà, à ñïðàâà íà ðàññòîÿíèè ÷åòûðåõ øàãîâ � ïîëèöåé-

ñêèé ó÷àñòîê. Åñëè ÷åëîâåê ïîïàäàåò â ëþáîå èç äâóõ óêàçàííûõ ìåñò, òî

îí ïðîèãðûâàåò. Åñëè ïðîèãðûø íå íàñòóïàåò, òî èãðà çàêàí÷èâàåòñÿ ÷å-

ðåç ñòî øàãîâ, è òîãäà ÷åëîâåê ñ÷èòàåòñÿ ïîáåäèòåëåì. Êàêóþ ñòðàòåãèþ,

ñìåøàííóþ èëè ïîâåäåí÷åñêóþ, íóæíî âûáðàòü ÷åëîâåêó â ñîîòâåòñòâóþ-

ùåì ðàñøèðåíèè èãðû, ÷òîáû ãàðàíòèðîâàííî âûèãðàòü, è êàê ïðè ýòîì

íóæíî èãðàòü?

3. Ïðèâåäèòå ïðèìåð èãðû â ðàçâåðíóòîé ôîðìå, â êîòîðîé ñóùåñòâóþò èí-

ôîðìàöèîííûå ìíîæåñòâà, ñîñòîÿùèå èç áîëåå ÷åì îäíîãî ýëåìåíòà, è ïðè

ýòîì å¼ ïîâåäåí÷åñêîå ðàñøèðåíèå äà¼ò òå æå èñõîäû, ÷òî è ñìåøàííîå

ðàñøèðåíèå àññîöèèðîâàííîé ñ íåé èãðû â íîðìàëüíîé ôîðìå.

4. Äîêàæèòå, ÷òî â ïîâåäåí÷åñêîì ðàñøèðåíèè ëþáîé èãðû ñóììà âåðîÿòíî-

ñòåé, ïðèïèñûâàåìàÿ âåðøèíàì â ñîîòâåòñòâèè ñ îïðåäåëåíèåì, äàííûì â

4-îé ëåêöèè, íà ìíîæåñòâå òåðìèíàëüíûõ âåðøèí ðàâíà åäèíèöå.

1



Ðèñ. 1: Èãðà ïðî ñïèñûâàíèå

5. Èãðà ïðî ñïèñûâàíèå íà ýêçàìåíå çàäàíà ðàçâ¼ðíóòîé ôîðìîé íà ðèñóíêå.

Ñòóäåíò ïðåäïîëàãàåò, ÷òî ïðåïîäàâàòåëü ñ âåðîÿòíîñòüþ p õàëÿâíûé, òî

åñòü íå ïðîãîíèò èç-çà ñïèñûâàíèÿ è ïîäñêàæåò, à ñ âåðîÿòíîñòüþ (1-p)

æ¼ñòêèé, è òîãäà òî÷íî ïðîãîíèò ñïèñûâàþùåãî è íå áóäåò ïîäñêàçûâàòü.

Èñõîäÿ èç ýòèõ ñóáúåêòèâíûõ âåðîÿòíîñòåé, êàê íàäî äåéñòâîâàòü ñòóäåí-

òó?

6. Â îäíîé ñåìüå ñîñòîÿëñÿ ñëåäóþùèé äèàëîã: Ñûí: ¾Äàâàéòå ñíîâà ãîëî-

ñîâàíèåì ðåøèì, ÷åì çàéì¼ìñÿ ñåãîäíÿ âå÷åðîì? Ìû çíàåì ïðåäïî÷òå-

íèÿ äðóã äðóãà, òàêèì îáðàçîì, ýòî áóäåò íåêîîïåðàòèâíàÿ ÷åñòíàÿ èãðà¿

Äî÷ü: ¾Ìíå êàæåòñÿ, òû íåïðàâ, è òàêàÿ èãðà íå áóäåò íåêîîïåðàòèâíîé,

âåäü íåêîòîðûå ïðåäïîñûëêè âûïîëíÿòüñÿ íå áóäóò. Íàïðèìåð, ...¿ Ïðî-

äîëæèòå âûñêàçûâàíèÿ äî÷êè, ïðèäóìàâ, êàêèå ïðåäïîñûëêè ìîãóò íå

âûïîëíÿòüñÿ, åñëè â ñåìüå åù¼ åñòü ìàìà, ïàïà è áàáóøêà.

7. Â êðåïîñòè æèâåò ãðóïïà ëþäåé ñ êàðèìè è ãîëóáûìè ãëàçàìè. Èõ êî-

äåêñ îñîáûì îáðàçîì îòíîñèòñÿ ê öâåòó ãëàç ÷åëîâåêà - ÷åëîâåê íå äîëæåí

îñòàâàòüñÿ, åñëè çíàåò öâåò ñâîèõ ãëàç. Ïîýòîìó îíè íèêîãäà íå ãîâîðÿò îá

ýòîì, íå ñìîòðÿòñÿ â çåðêàëî è òàê äàëåå. È åñëè êòî-íèáóäü âñ¼ æå óçíà-

åò öâåò ñâîèõ ãëàç, îí äîëæåí ïîêèíóòü êðåïîñòü â áëèæàéøóþ ïîëíî÷ü.

Âñå îíè àáñîëþòíî ëîãè÷íû è äîãàäëèâû è çíàþò îá ýòîì. Òî åñòü, åñëè

ìîæíî ñäåëàòü ëîãè÷åñêèé âûâîä èç èíôîðìàöèè, îíè åãî äåëàþò. Êàæ-

äûé âèäèò öâåò ãëàç âñåõ îñòàëüíûõ è íå çíàåò òîëüêî ñâîåãî öâåòà ãëàç.

Îäíàæäû â êðåïîñòü ïðèáûë ïóòåøåñòâåííèê Äæîí. Óåçæàÿ, îí ñêàçàë,

÷òî åìó áûëî ÷óäíî âèäåòü çäåñü ãîëóáîãëàçûõ è êàðåãëàçûõ. Åìó îáúÿñ-

íèëè, ÷òî ãîâîðèòü òàêîãî íåëüçÿ, è îí â ðàññòðîåííûõ ÷óâñòâàõ îòáûë.

×òî ïðîèçîéäåò â êðåïîñòè ïîñëå åãî îòúåçäà?

8. Äîêàçàòü, ÷òî deg([I, i+ 1]) íå çàâèñèò îò i (ïîäñêàçêà: Ï1: Lemma 2.1).

9. Äîêàçàòü îáîáùåíèå ëåììû Øïåðíåðà äëÿ n = 3 (Ï1: Corollary 3.1).

10. Äîêàçàòü ëåììó î ãàëüêàõ (pebbles) äëÿ n-óãîëüíèêà (ñì. äîêàçàòåëüñòâî

Ï1: Corollary 3.3 è ññûëêè [4], [5]).
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11. Ïðèâåñòè äîêàçàòåëüñòâî îáîáùåííîé ëåììû Øïåðíåðà äëÿ n-óãîëüíèêà

(Ï1: Corollary 3.3).

12. Âûâåñòè èç îáîáùåííîé ëåììû Øïåðíåðà äëÿ n-óãîëüíèêà îáîáùåíèå

ëåììû Òàêêåðà.
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