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1. Ïðèëîæåíèÿ ïðåîáðàçîâàíèÿ Ëàïëàñà

Ñâåðòêà ôóíêöèé. Ïóñòü f, g ∈ L1(R), òîãäà ñâåðòêà îïðåäåëåíà ïî ôîðìóëå:

(f ∗ g)(x) =
∫ +∞

−∞
f(t)g(x− t)dt.

Ñâîéñòâà:
à) êîììóòàòèâíîñòü,
á) sup(f ∗ g) = sup f + sup g,

â)
d

dx
(f ∗ g) =

df

dx
∗ g = f ∗ dg

dx
.

Â ÷àñòíîñòè, åñëè f áåñêîíå÷íî äèôôåðåíöèðóåìà, òî è f ∗ g áåñêîíå÷íî äèôôå-
ðåíöèðóåìà äëÿ ëþáîé g ∈ L1(R). Ýòî ïîçâîëÿåò ïðèìåíÿòü ñâåðòêó äëÿ ñãëàæèâà-
íèÿ ôóíêöèé, âîñïîëüçîâàâøèñü øèðîêî èçâåñòíîé áåñêîíå÷íî ãëàäêîé ôóíêöèåé-
"êîëîêîëîì" ñ êîìïàêòíûì íîñèòåëåì

φ(x) =

exp
a2

x2 − a2
, åñëè x2 < a2,

0, åñëè x2 ≥ a2,
.(1)

x

y

−a a

1

Ïðåîáðàçîâàíèå Ëàïëàñà îò ñâåðòêè. Îòìåòèì, ÷òî ñâåðòêà ôóíêöèé, ñîñðåäî-
òî÷åííûõ íà ïîëîæèòåëüíîé ïîëóîñè, ñâîäèòñÿ ê èíòåãðàëó ïî êîíå÷íîìó ïðîìå-
æóòêó, (f ∗ g)(x) =

∫ x
0
f(t)g(x− t)dt, â ÷àñòíîñòè, ñâåðòêà ëþáûõ îðèãèíàëîâ õîðîøî

îïðåäåëåíà.
Ïóñòü f(t), g(t) - îðèãèíàëû ñ ïîêàçàòåëÿìè ðîñòà a è b. Òîãäà: ñâåðòêà (f ∗ g)(t) �

òîæå îðèãèíàë ñ ïîêàçàòåëåì ðîñòà c = max(a, b) (òî÷íåå, max(a, b) + ε, ãäå ε � ïðî-
èçâîëüíîå ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî) è åå ïðåîáðàçîâàíèå Ëàïëàñà ðàâíî ïðîèçâåäåíèþ
èçîáðàæåíèé f è g,

f(t) + F (p), g(t) + G(p) =⇒ (f ∗ g)(t) + F (p)G(p).

Â ñàìîì äåëå,∫ t

0

f(τ)g(t− τ)dτ < M

∫ t

0

ecτec(t−τ)dτ =Mtect < M1e
(c+ε)t,∫ ∞

0

e−pt
∫ t

0

f(τ)g(t− τ)dτ =

∫ ∞
0

f(τ)dτ

∫ ∞
τ

e−ptg(t− τ)dτ =

=

∫ ∞
0

f(τ)dτ

∫ ∞
0

g(s)e−psds = F (p)G(p).
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Ïåðåñòàíîâêà ïîðÿäêà èíòåãðèðîâàíèÿ äîïóñòèìà â ñèëó àáñîëþòíîé ñõîäèìîñòè ïðè
Re p > c+ ε.
Èìååò ìåñòî è îáðàòíîå óòâåðæäåíèå: ïðîèçâåäåíèå îðèãèíàëîâ � îðèãèíàë ñ ïî-

êàçàòåëåì ðîñòà a+ b è

f(t)g(t) +
1

2πi

∫ c+i∞

c−i∞
F (q)G(p− q)dq, c > a, Re p > a+ b

Äåéñòâèòåëüíî, ïîäñòàâëÿÿ â ïðåîáðàçîâàíèå Ëàïëàñà ôîðìóëó îáðàùåíèÿ äëÿ f(t),
ïîëó÷àåì:

f(t)g(t) +
1

2πi

∫ ∞
0

{∫ a+i∞

a−i∞
F (q)

}
g(t)e−ptdt =

1

2πi

∫ a+i∞

a−i∞
dqF (q)

∫ ∞
0

dtg(t)e−(p−q)t.

Îáîñíîâàíèå âîçìîæíîñòè ïåðåñòàíîâêè ïðåäåëîâ èíòåãðèðîâàíèÿ íåñêîëüêî áîëåå
òîíêîå (ñì. Ëàâðåíòüåâ, Øàáàò).

Ôîðìóëà Äþàìåëÿ è ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè. Èç òîãî, ÷òî f(t)∗g(t) + F (p)G(p)
è f ′(t) + pF (p)−f(0) ñëåäóåò f ′(t)∗ g(t) + (pF (p)−f(0))G(p), ÷òî ìîæíî ïåðåïèñàòü
êàê

f ′(t) ∗ g(t) + f(0)g(t) + pF (p)G(p) (ôîðìóëà Äþàìåëÿ).

Åñëè æå f(0) = 0, òî
f ′(t) ∗ g(t) + pF (p)G(p)

Ðàññìîòðèì çàäà÷ó Êîøè ñ íóëåâûìè íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè äëÿ äèôôåðåíöè-
àëüíîãî óðàâíåíèÿ ñ ïîñòîÿííûìè êîýôôèöèåíòàìè:

L

(
d

dt

)
x(t) = f(t), x(0) = . . . = x(n−1)(0) = 0,

ãäå L(u) � ìíîãî÷ëåí ñòåïåíè n ñ ïîñòîÿííûìè êîýôôèöèåíòàìè. Ïðåîáðàçîâàíèå
Ëàïëàñà äàåò ñîîòíîøåíèå

L(p)X(p) = F (p), ãäå f(t) + F (p)

òàê ÷òî

X(p) =
F (p)

L(p)
.

Ðàññìîòðèì âñïîìîãàòåëüíóþ çàäà÷ó

L

(
d

dt

)
x0(t) = f(t), x0(0) = . . . = x

(n−1)
0 (0) = 0,

òàê ÷òî

L(p)X0(p) =
1

p
, òàê ÷òî X0(p) =

1

pL(p)
è

X(p) = pX0(p)F (p)

è ïî ôîðìóëå Äþàìåëÿ ïîëó÷àåì, ÷òî

x(t) = x′0(t) ∗ f(t) =
∫ t

0

x′0(t− τ)f(τ)dτ.

Òàêèì îáðàçîì, x′0(t − τ) ïðåäñòàâëÿåò ôóíêöèþ Ãðèíà çàäà÷è Êîøè ñ íóëåâûìè
íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè.
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Ðàñ÷åò ýëåêòðè÷åñêèõ öåïåé. Â ýëåêòðè÷åñêîé öåïè, ñîñòîÿùåé èç ñîïðîòèâëåíèé
Ri, êàòóøåê èíäóêòèâíîñòè Li è êîíäåíñàòîðîâ åìêîñòåé Ci, ïàäåíèå íàïðÿæåíèÿ u(t)
íà ýëåìåíòàðíîì ó÷àñòêå öåïè ñâÿçàíî ñ òîêîì i(t) íà íåì ïî ôîðìóëàì

u(t) = Ri(t), U(t) = L
di

dt
, u(t) =

1

C

(∫ t

0

i(t)dt+ q0

)
, q0� íà÷àëüíûé çàðÿä.

Äàëåå çàêîíû Êèðõãîôà, ãîâîðÿùèå, ÷òî ñóììà òîêîâ â ëþáîé òî÷êå öåïè, òàêæå
êàê è ïàäåíèå íàïðÿæåíèÿ íà ëþáîì çàìêíóòîì êîíòóðå, ðàâíû íóëþ, ïîçâîëÿþò
âûïèñàòü ñèñòåìó èíòåãðî-äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ñ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè.
Ðàññìîòðèì äëÿ ïðîñòîòû ðàñ÷åòîâ çàäà÷è âêëþ÷åíèÿ, â êîòîðûõ íà÷àëüíûå òîê

è íàïðÿæåíèÿ îòñóòñòâóþò. Òîãäà ïðåîáðàçîâàíèå Ëàïëàñà îò ïðåäûäóùèõ ôîðìóë
äàåò:

U(p) = RI(p), U(p) = pLI(p), U(p) =
I(p)

p
.

Â ñèëó ëèíåéíîñòè ïðåîáðàçîâàíèÿ Ëàïëàñà çàêîíû Êèðõãîôà îñòàþòñÿ âåðíûìè è
äëÿ èçîáðàæåíèé òîêîâ è íàïðÿæåíèé I(p) è U(p). Ïîýòîìó, åñëè ââåñòè ñîïðîòèâ-
ëåíèå äëÿ èçîáðàæåíèé Z(p) èç ñîîòíîøåíèÿ

U(p) = Z(p)I(p),

òî îíî ìîæåò ðàññ÷èòûâàòüñÿ ïî îáû÷íûì ïðàâèëàì äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíî è ïàðàë-
ëåëüíî âêëþ÷åííûõ ñîïðîòèâëåíèé.
Ïðèìåð. Â öåïü ñ äâóìÿ ñîïðîòèâëåíèÿìè è êàòóøêîé èíäóêòèâíîñòè, ïîäêëþ-

÷åííîé ïàðàëëåëüíî âòîðîìó ñîïðîòèâëåíèþ, ïîäàþò ÝÄÑ u(t) = sin t. Òðåáóåòñÿ
íàéòè çàâèñèìîñòü òîêà îò âðåìåíè.
Ñîïðîòèâëåíèå äëÿ èçîáðàæåíèé Z(p) âû÷èñëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå

Z(p) = R1 +
pLR1

pL+R1

,

à èçîáðàæåíèå òîêà

I(p) =
U(p)

Z(p)
=

1

pZ(p)
.

Ïîëàãàÿ äëÿ ïðîñòîòû ðàñ÷åòîâ R0 = R1 = L = 1, ïîëó÷àåì

I(p) =
p+ 1

(2p+ 1)(p2 + 1)
= −1

5

p

p2 + 1
+

3

5

1

p2 + 1
+

2

5(2p+ 1)
òàê ÷òî

i(t) = −1

5
cos t+

3

5
sin t+

1

5
e−t/2.

Lu(t)= sin t

R0

R1
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2. Îáîáùåííûå ôóíêöèè

Îïðåäåëåíèÿ. Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî âñåõ (êîìïëåêñíîçíà÷íûõ) áåñêîíå÷íî äèô-
ôåðåíöèðóåìûõ ôóíêöèé φ(x), x = {x1, . . . , xn} ∈ Rn îò n âåùåñòâåííûõ ïåðåìåííûõ.
Ìû ãîâîðèì, ÷òî ôóíêöèÿ èç ýòîãî ìíîæåñòâà ïðèíàäëåæèò ïðîñòðàíñòâó
1) D îñíîâíûõ ôóíêöèé (ïðîñòðàíñòâó ôèíèòíûõ ôóíêöèé), åñëè îíà ôèíèòíà,

ò. å., îáðàùàåòñÿ â íîëü âíå íåêîòîðîé êîíå÷íîé îáëàñòè â Rn.
2) S îñíîâíûõ ôóíêöèé (ïðîñòðàíñòâó áûñòðî óáûâàþùèõ ôóíêöèé), åñëè ïðè
|x| → ∞ îíà ñòðåìèòñÿ ê íóëþ âìåñòå ñî âñåìè ñâîèìè ïðîèçâîäíûìè áûñòðåå ëþáîé
êîíå÷íîé ñòåïåíè |x|, ò. å. ïðè âñåõ x âûïîëíåíû íåðàâåíñòâà

|xkφ(q)(x)| ≤ Ck,q, k, q = 0, 1, . . .

Ïîíÿòíî, ÷òî îáà ââåäåííûå âûøå ïðîñòðàíñòâà ëèíåéíû. Çàäàäèì íà íèõ òîïî-
ëîãèþ, ñêàçàâ, êàêèå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ñõîäÿòñÿ ê íóëþ.
Ìû ãîâîðèì, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü îñíîâíûõ ôóíêöèé φ1(x), φ2(x), . . . ,

φn(x), . . .

a) ñõîäèòñÿ ê íóëþ â ïðîñòðàíñòâå D, åñëè âñå ôóíêöèè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè îáðà-
ùàþòñÿ â íîëü âíå îäíîé è òîé æå îãðàíè÷åííîé îáëàñòè è ðàâíîìåðíî ñõîäÿòñÿ
ê íóëþ, êàê è èõ ïðîèçâîäíûå ëþáîãî ïîðÿäêà,

b) ñõîäèòñÿ ê ôóíêöèè φ(x) â ïðîñòðàíñòâå S, åñëè â ëþáîé îãðàíè÷åííîé îáëàñòè
ïðîèçâîäíàÿ ëþáîãî ïîðÿäêà îò φn(x) ðàâíîìåðíî ñõîäèòñÿ ê ñîîòâåòñòâóþùåé
ïðîèçâîäíîé ôóíêöèè φ(x) è â îöåíêàõ

|xkφ(q)
n (x)| ≤ Ck,q, k, q = 0, 1, . . . ,

ïîñòîÿííûå Ck,q ìîæíî âûáðàòü íåçàâèñÿùèìè îò n.

Ïîíÿòíî, ÷òî D ⊂ S, ïðè÷åì ïëîòíî â íåì (äîêàçàòåëüñòâî: óìíîæèòü ôóíêöèþ
èç S íà ôóíêöèþ-"êîëîêîë"(1) è ïåðåéòè ê ïðåäåëó a→∞).
Îáîáùåííîé ôóíêöèåé, çàäàííîé íà ñîîòâåòñòâóþùåì ïðîñòðàíñòâå îñíîâíûõ ôóíê-

öèé, íàçûâàåòñÿ ëèíåéíûé íåïðåðûâíûé ôóíêöèîíàë íà ýòîì ïðîñòðàíñòâå. Èíûìè
ñëîâàìè, êàæäîé îñíîâíîé ôóíêöèè φ(x) ñîïîñòàâëÿåòñÿ ÷èñëî, îáîçíà÷àåìîå (f, φ),
ïðè÷åì âûïîëíåíû ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:
1) äëÿ ëþáûõ äâóõ ÷èñåë a1 è a2 è ëþáûõ äâóõ îñíîâíûõ ôóíêöèé φ1(x) è φ2(x)

èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî (f, a1φ1 + a2φ2) = a1(f, φ1) + a2(f, φ2) (ëèíåéíîñòü);
2) åñëè ïîñëåäîâàòåëüíîñòü îñíîâíûõ ôóíêöèé φ1(x), φ2(x), . . . , φn(x), . . . ñòðåìèòñÿ

ê íóëþ, òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ÷èñåë (f, φ1), (f, φ2), . . . , (f, φn), . . . ñõîäèòñÿ ê íóëþ
(íåïðåðûâíîñòü).
Ïóñòü çàäàíà íåêîòîðàÿ ôóíêöèÿ f(x), àáñîëþòíî èíòåãðèðóåìàÿ â êàæäîé êî-

íå÷íîé îáëàñòè ïðîñòðàíñòâà Rn (íàçûâàåòñÿ ëîêàëüíî èíòåãðèðóåìîé ôóíêöèåé).
Çàäàäèì ôóíêöèîíàë

(2) (f, φ) =

∫
dx f(x)φ(x).

Ýòî ëèíåéíûé íåïðåðûâíûé ôóíêöèîíàë íà îáîèõ ïðîñòðàíñòâàõ. Òàêèì îáðàçîì,
îáîáùåííûå ôóíêöèè D′ âêëþ÷àþò â ñåáÿ âñå ëîêàëüíî èíòåãðèðóåìûå ôóíêöèè. Â
ñëó÷àå S ′ íà ëîêàëüíî èíòåãðèðóåìûå ôóíêöèè ñëåäóåò äîïîëíèòåëüíî íàëîæèòü
óñëîâèå ïîëèíîìèàëüíîãî ðîñòà íà áåñêîíå÷íîñòè äëÿ ñõîäèìîñòè èíòåãðàëà (2).
Ïîýòîìó ïðîñòðàíñòâî S ′ íîñèò íàçâàíèå ïðîñòðàíñòâà ðàñïðåäåëåíèé (îáîáùåííûõ
ôóíêöèé) óìåðåííîãî ðîñòà.
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Ëîêàëüíûå ñâîéñòâà îáîáùåííûõ ôóíêöèé. Î÷åâèäíî, ÷òî èíòåãðàë
∫
dx
φ(x)

x
ðàñõîäèòñÿ, åñëè ôóíêöèÿ φ(x) íå îáðàùàåòñÿ â íîëü â íóëå. Ðåãóëÿðèçîâàòü òàêîé
èíòåãðàë, ò. å. ôóíêöèþ 1/x, âîçìîæíî ñëåäóþùèì îáðàçîì:∫

dxφ(x)reg.
1

x
=

−a∫
−∞

dx
φ(x)

x
+

b∫
−a

dx
φ(x)− φ(0)

x
+

∞∫
b

dx
φ(x)

x
,

äëÿ íåêîòîðûõ ïîëîæèòåëüíûõ a è b è ãäå φ(x) � îñíîâíàÿ ôóíêöèÿ (èç S èëè D).
Îáîçíà÷èì ÷åðåç p.v. ñïåöèàëüíóþ ðåãóëÿðèçàöèþ â ñìûñëå ãëàâíîãî çíà÷åíèÿ":

(3)

(
1

x
, φ

)
≡ p.v.

∫
dx
φ(x)

x
≡ lim

ε→0

∫
|x|>ε

dx
φ(x)

x
.

Êàê ëåãêî âèäåòü: (
1

x
, φ

)
=

∞∫
0

dx
φ(x)− φ(−x)

x

è ïî ïðåäûäóùåìó ∫
dxφ(x)reg.

1

x
=

(
1

x
, φ

)
+ ln

a

b
φ(0),

òàê ÷òî ïðîèçâîëüíàÿ ðåãóëÿðèçàöèÿ ôóíêöèè 1/x äàåòñÿ ñ òî÷íîñòüþ äî ïðîèçâîëü-
íîé êîíñòàíòû â âèäå

reg.
1

x
= p.v.

1

x
+ Cδ(x),

ãäå δ-ôóíêöèÿ Äèðàêà îïðåäåëåíà êàê ôóíêöèîíàë íà îñíîâíîé ôóíêöèè φ(x) ðà-
âåíñòâîì

(4) (δ, φ) = φ(0).

Äèôôåðåíöèðîâàíèå îáîáùåííûõ ôóíêöèé. Îäíèì èç äîñòîèíñòâ îáîáùåí-
íûõ ôóíêöèé, îïðåäåëÿþùèì èõ ïðèëîæèìîñòü ê èññëåäîâàíèþ äèôôåðåíöèàëü-
íûõ óðàâíåíèé, ÿâëÿåòñÿ èõ áåñêîíå÷íàÿ äèôôåðåíöèðóåìîñòü â ñìûñëå ñëåäóþùåãî
îïðåäåëåíèÿ.
Äëÿ çàäàííîé îáîáùåííîé ôóíêöèè f åå ïðîèçâîäíàÿ ïî x îïðåäåëÿåòñÿ êàê:

(5) (f ′, φ) = −(f, φ′).
Ëåãêî âèäåòü, ÷òî äàííîå îïðåäåëåíèå äàåò îáîáùåííóþ ôóíêöèþ â êàæäîì èç

ðàññìàòðèâàåìûõ ïðîñòðàíñòâ.
Ïðèìåð-óïðàæíåíèå. Ïîêàçàòü, ÷òî â ñìûñëå ãëàâíûõ çíà÷åíèé:(

1

x

)′
= − 1

x2
,

ãäå îáîáùåííàÿ ôóíêöèÿ
1

x2
â ñìûñëå ãëàâíîãî çàí÷åíèÿ îïðåäåëÿåòñÿ êàê(

1

x2
, φ

)
= p.v.

∫
dx
φ(x)− φ(0)

x2
≡

∞∫
0

dx
φ(x) + φ(−x)− 2φ(0)

x2


