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Îò ïîäñòàíîâêè Ëàïëàñà ê ïðåîáðàçîâàíèþ Ëàïëàñà

1. Åùå îäèí ïðèìåð íà ïîäñòàíîâêó Ëàïëàñà � óðàâíåíèå Ýéðè.

ẍ = tx

Ïîäñòàíîâêà Ëàïëàñà

x(t) =

∫
C

X(p)eptdp, ẍ(t) =

∫
C

p2X(p)eptdp,

tx(t) =

∫
C

X(p)d(ept) = X(p)ept
∣∣B
A
−
∫
C

X ′(p)eptdp

ðàáîòàåò, åñëè
à) âûïîëíåíî ñîîòíîøåíèå

(1) X ′(p) = −p2X(p),

á) ïðèñóòñòâóþùèå â ðàññìîòðåíèè èíòåãðàëû ñõîäÿòñÿ

â) ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ çàíóëÿþòñÿ: X(p)ept|BA = 0.
Ñîîòíîøåíèå (1) � ýòî äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå ïåðâîãî ïîðÿäêà

dX

dp
= −p2X

Åãî ðåøåíèå

X = Ce−p
3/3, x(t) =

∫
C

e−p
3/3+ptdp.

Äëÿ ñõîäèìîñòè èíòåãðàëà íà áåñêîíå÷íîñòè äîñòàòî÷íî, ÷òîáû äåéñòâèòåëüíàÿ ÷àñòü
−p3 îñòàâàëàñü îòðèöàòåëüíîé ïðè ñòðåìëåíèè ê áåñêîíå÷íîñòè, ò. å.,

π/2 < 3 arg p+ π < 3π/2.

Òàêèì îáðàçîì, êîíöû êîíòóðà äîëæíû ëåæàòü â îäíîì èç òðåõ ñåêòîðîâ (ñì. ðèñ.,
óêàçàííûå ñåêòîðà çàêðàøåíû æåëòûì öâåòîì)

−π
6
< arg p <

π

6
,

π

2
< arg p <

5π

6
,

7π

6
< arg p <

3π

2

pC1

C2

C3

p1

p2

p3

x(t) =

∫
C

ept− p
3/3dp

X(p)ept
∣∣∣B
A

= 0

{A,B} ∈ {p1, p2, p3}

{C} ∈ {C1, C2, C3}
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Ïðè ýòèõ æå óñëîâèÿõ ãðàíè÷íûå ÷ëåíû çàíóëÿþòñÿ. Ýòèì óñëîâèÿì óäîâëåòâî-
ðÿþò òðè åñòåñòâåííûõ êîíòóðà C1, C2 è C3, èíòåãðàëû ïî êîòîðûì äàþò â ñèëó
ëèíåéíîé çàâèñèìîñòè êîíòóðîâ äâà ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ Ýé-
ðè.

2. Ïðèìåíèì ïîäñòàíîâêó Ëàïëàñà ê îáûêíîâåííîìó äèôôåðåíöèàëüíîìó óðàâ-
íåíèþ ñ ïîñòîÿííûìè êîýôôèöèåíòàìè, íàïðèìåð, äëÿ çàäà÷è Êîøè

ẋ− x = 1, x(0) = 0.

Ðåøåíèå îäíîðîäíîãî ẋ = x� ýòî x(t) = Cet. Ïîäñòàíîâêà â íåîäíîðîäíîå ñ "îæèâ-
øåé"êîíñòàíòîé ïðèâîäèò ê óðàâíåíèþ ċet = 1, îòêóäà ñ ó÷åòîì íà÷àëüíûõ óñëîâèé
ïîëó÷àåì

x(t) =

{
et − 1, t > 0,

0, t < 0

Õîòèì, ÷òîáû ïîäñòàíîâêà Ëàïëàñà x(t) =
∫
C
X(p)eptdp ïðèâåëà ê ñîîòíîøåíèþ∫

C

(p− 1)X(p)eptdp =

∫
C

Φ(p)eptdp,

÷òî ãàðàíòèðîâàíî, åñëè

(2)

∫
C

Φ(p)eptdp =

{
1, t > 0,
0, t < 0

Òîãäà

(3) X(p) =
Φ(p)

p− 1
x(t) =

∫
C

Φ(p)ept

p− 1
dp =

{
et − 1, t > 0,

0, t < 0

Ñîîòíîøåíèÿ (2) è (3) ãîâîðÿò î òîì, ÷òî íåèçâåñòíàÿ ïîêà ôóíêöèÿ Φ(p) äîëæíà
èìåòü ïðîñòîé ïîëþñ â íóëå, à êîíòóð äîëæåí áûòü âåðòèêàëüíîé ëèíèåé ñïðàâà îò
ïîëþñîâ ïîäûíòåãðàëüíîãî âûðàæåíèÿ � òîãëà ëåììà Æîðäàíà ïðèíóäèò çàìûêàòü
êîíòóð äóãàìè â ðàçíûå ïîëóïëîñêîñòè â çàâèñèìîñòè îò çíàêà t. Âñå ïîëó÷èòñÿ,
åñëè

Φ(p) =
1

2πip
, x(t) =

1

2πi

∫ c+i∞

c−i∞

ept

p(p− 1)
dp,

ãäå c � ïðîèçâîëüíîå âåùåñòâåííîå ÷èñëî áîëüøåå åäèíèöû.
Âèäèì, ÷òî èìååì äåëî ñ èíòåãðàëüíûì ïðåîáðàçîâàíèåì

(4) X(p) 7→ x(t) =
1

2πi

∫ c+i∞

c−i∞
X(p)eptdp,

ãäå êîíòóð èíòåãðèðîâàíèÿ � âåðòèêàëüíàÿ ïðÿìàÿ ñïðàâà îò îñîáåííîñòåé X(p). Â
÷àñòíîñòè, îòñþäà áóäåò ñëåäîâàòü, ÷òî x(t) = 0 ïðè t < 0. Âîçíèêàåò åñòåñòâåííûé
âîïðîñ: êàê âû÷èñëèòü X(p), çíàÿ x(t)? Ïîñêîëüêó x(t) = 0 ïðè t < 0, òî

X(p) =

∫ ∞
0

x(t)ρ(t)dt

äëÿ íåêîòîðîé îáùåé äëÿ âñåõ âåñîâîé ôóíêöèè ρ(t). Èìåþùèåñÿ ïðèìåðû∫ ∞
0

ρ(t)dt =
1

p
,

∫ ∞
0

etρ(t)dt =
1

p− 1
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ïîäñêàçûâàþò: ρ(t) = e−pt. Ïðåîáðàçîâàíèå

(5) x(t) 7→ X(p) =

∫ ∞
0

x(t)e−ptdt

íàçûâàåòñÿ ïðåîáðàçîâàíèåì Ëàïëàñà, à ôîðìóëà (4) � ôîðìóëîé îáðàùåíèÿ ïðåîá-
ðàçîâàíèÿ Ëàïëàñà.

3. Ïðåîáðàçîâàíèå Ëàïëàñà. Èíòåãðàëüíîå ïðåîáðàçîâàíèå Ëàïëàñà (5) â äî-
ñòóïíîé è ïîëíîé ôîðìå èçëîæåíî, íàïðèìåð, â ó÷åáíèêå ëàâðåíòüåâà è Øàáàòà
"Ìåòîäû òåîðèè ôóíêöèé êîìïëåêñíîãî ïåðåìåííîãî ãë.VI. Ââåäåíî â íàó÷íûé îáè-
õîä îíî áûëî çàìå÷àòåëüíûì ó÷åíûì è èíæåíåðîì-ñàìîó÷êîé Îëèâåðîì Õýâèñàéäîì
ñòî ëåò ñïóñòÿ ïîñëå Ëàïëàñà, à ïîëíîå ìàòåìàòè÷åñêîå îáîñíîâàíèå îòíîñèòñÿ óæå
ê íà÷àëó XX âåêà.
Òåðìèíîëîãèÿ: Îðèãèíàëîì íàçûâàåòñÿ ëþáàÿ êîìïëåêñíàÿ ôóíêöèÿ f(t) âåùå-

ñòâåííîãî àðãóìåíòà t, óäîâëåòâîðÿþùàÿ óñëîâèÿì:

a) f(t) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ Ãåëüäåðà âñþäó, êðîìå îòäåëüíûõ èçîëèðîâàííûõ
òî÷åê, ãäå îíà èìååò ðàçðûâû 1 ðîäà (ïðè÷åì íà êàæäîì êîíå÷íîì èíòåðâàëå
òàêèõ òî÷åê � êîíå÷íîå ÷èñëî), ò. å., äëÿ êàæäîãî t, êðîìå óêàçàííûõ èçîëè-
ðîâàííûõ òî÷åê, íàéäóòñÿ òàêèå ïîëîæèòåëüíûå êîíñòàíòû A, a ≤ 1 è h0, ÷òî
âûïîëíåíî

|f(t+ h)− f(t)| < A|h|a

äëÿ âñåõ h, |h| < h0, ãäå A, âîîáùå ãîâîðÿ, ìîæåò çàâèñåòü îò t;
b) f(t) = 0 ïðè t < 0;
c) f(t) ðàñòåò íå áûñòðåå íåêîòîðîé ýêñïîíåíòû, ò. å., |f(t)| < Mes0t äëÿ íåêîòî-

ðîãî M > 0 è âåùåñòâåííîãî s0, íàçûâàåìîãî ïîêàçàòåëåì ðîñòà f(t) (òî÷íåå,
inf).

Åñëè ϕ(t) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì 1 è 3, òî f(t) = η(t)ϕ(t) óäîâëåòâîðÿåò âñåì
òðåì óñëîâèÿì. Çäåñü

η(t) =

{
1, t > 0
0, t < 0

� ôóíêöèÿ Õýâèñàéäà. Ïðåîáðàçîâàíèåì Ëàïëàñà ôóíêöèè f(t) íàçûâàåòñÿ ôóíêöèÿ
êîìïëåêñíîãî ïåðåìåííîãî p (èçîáðàæåíèå)

(6) F (p) =

∞∫
0

f(t)e−ptdt.

Ôóíêöèÿ Õýâèñàéäà � ïðîñòåéøèé ïðèìåð îðèãèíàëà (÷àñòî íàçûâàåòñÿ åäèíè÷íîé
ôóíêöèåé). Âîîáùå åå ÷àñòî îïóñêàþò, âñåãäà â ýòîì ìåòîäå ïîäðàçóìåâàÿ âûïîëíå-
íèå óñëîâèÿ 2.
Èçîáðàæåíèåì ôóíêöèè f(t) (no Ëàïëàñó) íàçûâàþò ôóíêöèþ êîìïëåêñíîãî ïå-

ðåìåííîãî p = s + iσ, îïðåäåëÿåìóþ ñîîòíîøåíèåì (6). Ôðàçà �ôóíêöèÿ f(t) èìååò
ñâîèì èçîáðàæåíèåì F (p)� çàïèñûâàåòñÿ êàê f(t) + F (p) èëè F (p) + f(t).
Óòâåðæäåíèå. Äëÿ âñÿêîãî îðèãèíàëà f(t) èçîáðàæåíèå F (p) îïðåäåëåíî â ïîëó-

ïëîñêîñòè Re p = s > s0, ãäå s0 � ïîêàçàòåëü ðîñòà f(t), è ÿâëÿåòñÿ â ýòîé ïîëóïëîñ-
êîñòè àíàëèòè÷åñêîé ôóíêöèåé p.
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Äîêàçàòåëüñòâî ñëåäóåò èç îöåíêè ïî ñâîéñòâó 3:∣∣∣∣∣∣
∞∫
0

dt f(t)e−pt

∣∣∣∣∣∣ ≤M

∞∫
0

dt e−(s−s0)t =
M

s− s0
,

òàê ÷òî â óêàçàííîé îáëàñòè èíòåãðàë àáñîëþòíî ñõîäèòñÿ. Êðîìå òîãî â ëþáîé ïî-
ëóïëîñêîñòè Re p ≥ s1 > s0∣∣∣∣∣∣

∞∫
0

dt tf(t)e−pt

∣∣∣∣∣∣ ≤M

∞∫
0

dt te−(s−s0)t =
M

(s1 − s0)2
.

Ïîýòîìó â ëþáîé ïîëóïëîñêîñòè Re p > s0 èíòåãðàë, ïîëó÷àþùèéñÿ äèôôåðåíöèðî-
âàíèåì ïî p, ñõîäèòñÿ ðàâíîìåðíî, èáî îí òàêæå ìàæîðèðóåòñÿ ñõîäÿùèìñÿ èíòåãðà-
ëîì, íå çàâèñÿùèì îò p. Èòàê, ôóíêöèÿ F (p) â ëþáîé òî÷êå ïîëóïëîñêîñòè Re p > s0
îáëàäàåò ïðîèçâîäíîé. ×àñòî ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü àíàëèòè÷åñêîå ïðîäîëæåíèå
èçîáðàæåíèé çà ïðÿìóþ Re p > s0. Åñëè òî÷êà p ñòðåìèòñÿ ê áåñêîíå÷íîñòè òàê, ÷òî
Re p íåîãðàíè÷åííî âîçðàñòàåò, òî F (p) ñòðåìèòñÿ ê íóëþ â ñèëó ïåðâîé îöåíêè.
Ñâîéñòâà ïðåîáðàçîâàíèÿ Ëàïëàñà.

I Ïðîñòåéøèå ïðåîáðàçîâàíèÿ (ìíîæèòåëü η(t) â ëåâîé ÷àñòè äëÿ êðàòêîñòè
îïóñêàåòñÿ, ò. å., ëåâàÿ ÷àñòü ñ÷èòàåòñÿ ðàâíîé íóëþ ïðè t < 0):

(7) 1 +
1

p
; ep0t +

1

p− p0
, sin at +

a

p2 + a2
, cos at +

p

p2 + a2

Äàëåå îáîçíà÷àåì: f(t) + F (p), g(t) + G(p) è ò. ä.
II Ëèíåéíîñòü: αf(t) + βg(t) + αF (p) + βG(p).
III Ïîäîáèå: äëÿ ëþáîãî ïîñòîÿííîãîα > 0 èìååì f(αt) + 1

α
F
(
p
α

)
.

IV Åñëè ôóíêöèÿ f(t) íàïðåðûâíà ïðè t > 0 è f ′(t) (èëè f (n)(t)) ÿâëÿåòñÿ îðèãè-
íàëîì, òî

f ′(t) + pF (p)− f(0),

f (n)(t) + pnF (p)− pn−1f(0)− pn−2f ′(0)− . . .− fn−1(0),

ãäå f (k)(0) = limt→+0 f
(k)(t).

V Äèôôåðåíöèèðîâàíèå èçîáðàæåíèÿ: F (n)(p) + (−t)nf(t).
VI Òåîðåìà çàïàçäûâàíèÿ. Äëÿ ëþáîãî τ > 0: f(t− τ) + e−pτF (p).
VII Òåîðåìà ñìåùåíèÿ. Äëÿ ëþáîãî êîìïëåêñíîãî p0: e

p0tf(t) + F (p− p0).
Ïîëüçóÿñü ýòèìè ñâîéñòâàìè, íåòðóäíî ïîíÿòü, ÷òî ëþáàÿ ðàöèîíàëüíàÿ ôóíêöèÿ
P (p)
Q(p)

, ãäå degP (p) < Q(p), ÿâëÿåòñÿ èçîáðàæåíèåì íåêîòîðîãî îðèãèíàëà, êîòîðûé

ìîæíî ïðåäúÿâèòü ÿâíî, ðàçëîæèâ ýòó ðàöèîíàëüíóþ ôóíêöèþ â ñóììó ïðîñòåéøèõ
äðîáåé.
Òåîðåìà îáðàùåíèÿ ïðåîáðàçîâàíèÿ Ëàïëàñà.

Åñëè ôóíêöèÿ f(t) ÿâëÿåòñÿ îðèãèíàëîì, è F (p) ñëóæèò åå èçîáðàæåíèåì, òî â
ëþáîé òî÷êå t, ãäå f(t) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ Ãåëüäåðà, ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

(8) f(t) =
1

2πi

a+i∞∫
a−i∞

dp eptF (p),
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ãäå èíòåãðàë áåðåòñÿ âäîëü ëþáîé ïðÿìîé Re p = a > s0 è ïîíèìàåòñÿ â ñìûñëå
ãëàâíîãî çíà÷åíèÿ íà áåñêîíå÷íîñòè.
Äîêàçàòåëüñòâî: ñì. Ëàâðåíòüåâ, Øàáàò. Îòìåòèì, ÷òî ðàáîòà ñ ôîðìóëîé îáðà-

ùåíèÿ ïîñòîÿííî àïïåëèðóåò ê ëåììå Æîðäàíà èç êóðñà ÒÔÊÏ:
Ëåììà Æîðäàíà. Ïóñòü f(z) � ðåãóëÿðíàÿ àíàëèòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ êîìïëåêñ-

íîãî ïåðåìåííîãî z â îáëàñòè G = {z : Im z ≥ 0, |z| ≥ R0 > 0}, CR � ïîëóîêðóæíîñòü
|z| = R, Im z ≥ 0, maxz∈CR

|f(z)| → 0 ïðè R→∞, α > 0. Òîãäà

lim
R→∞

∫
CR

f(z)eiαz dz = 0

4. Ïðèìåíåíèå ïðåîáðàçîâàíèÿ Ëàïëàñà äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è Êîøè îáûêíî-
âåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ñ ïîñòîÿííûìè êîýôôèöèåíòàìè.
Ïðèìåð:

ẋ− 2x = e2t, x(0) = 1

Ïðåîáðàçîâàíèå Ëàïëàñà ïåðåâîäèò ýòî óðàâíåíèå â àëãåáðàè÷åñêîå

pX(p)− 1− 2X(p) =
1

p− 2
, X(p) =

p− 1

(p− 2)2
,

îòêóäà íàõîäèì x(t) ëèáî ïî ñâîéñòâàì, ðàçëîæèâ

p− 1

(p− 2)2
=

1

p− 2
− 1

(p− 2)2
,

ëèáî âû÷èñëÿâ ÿâíî èíòåãðàë

1

2πi

∫ c+i∞

c−i∞

p− 1

(p− 2)2
dp, c > 2

ñ îòâåòîì x(t) = (1 + t)e2t ïðè t > 0.


