
Ëèñòîê 2. Îïåðàòîðû è îñöèëëÿòîðû.

Cðîê ñäà÷è ëèñòêà � 11 íîÿáðÿ 2020 ã..

1. Îïåðàòîðû q̂ è p̂ ïîëó÷åíû â ðåçóëüòàòå êàíîíè÷åñêîãî êâàíòîâàíèÿ ({·, ·} 7→
1
i~ [·, ·]) êëàññè÷åñêîé ïàðû îáîáùåííûõ êîîðäèíàòû q è èìïóëüñà p.

(a) Óïðîñòèòå âûðàæåíèå e−αp̂ f(q̂) eαp̂ . Çäåñü α ∈ C � ïàðàìåòð, à f � ãëàäêàÿ
ôóíêöèÿ.
Íàéäèòå ïåðåñòàíîâî÷íîå ñîîòíîøåíèå äëÿ îïåðàòîðîâ û = eq̂ è v̂ = eαp̂.
Ñðàâíèòå ðåçóëüòàò ñ ïåðåñòàíîâî÷íûì ñîîòíîøåíèåì, êîòîðîå ïîëó÷èòñÿ,
åñëè íàèâíî ïðîâåñòè ïðîöåäóðó êàíîíè÷åñêîãî êâàíòîâàíèÿ äëÿ ïàðû eq,
eαp.

(b) Äîêàæèòå ñîîòíîøåíèå eα(p̂+q̂) = eαp̂ eαq̂ ei~
α2

2 .
Óêàçàíèå. Ñîñòàâüòå äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå äëÿ îïåðàòîðíîçíà÷íîé ôóíêöèè

f̂(α) = e−αp̂eα(p̂+q̂).

2. Äîêàæèòå ôîðìóëó Áåéêåðà-Õàóñäîðôà

eÂB̂e−Â = B̂ +
1

1!
[Â, B̂] +

1

2!
[Â, [Â, B̂]] + . . . ,

ãäå Â è B̂ � îïåðàòîðû, äåéñòâóþùèå â êîíå÷íîìåðíîì ïðîñòðàíñòâå.
Óêàçàíèå. Ñîñòàâüòå äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå äëÿ îïåðàòîðíîçíà÷íîé ôóíêöèè F̂ (α) =

eαÂB̂e−αÂ.

3. Â ìîäåëè ãàðìîíè÷åñêîãî êâàíòîâîãî îñöèëëÿòîðà ñ îäíîé ñòåïåíüþ ñâîáîäû,
çàäàâàåìîé ãàìèëüòîíèàíîì
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âû÷èñëèòå äèñïåðñèè íàáëþäàåìûõ q è p â n-÷àñòè÷íîì ñîñòîÿíèè. Ñðàâíèòå
çíà÷åíèå ïðîèçâåäåíèÿ ∆q ·∆p ñ îãðàíè÷åíèåì, íàêëàäûâàåìûì ñîîòíîøåíèåì
íåîïðåäåëåííîñòè Ãåéçåíáåðãà.

4. Îñöèëëÿòîð â ãîëîìîðôíîì ïðåäñòàâëåíèè.

Íà ïðîñòðàíñòâå D ôóíêöèé âèäà

f(z) =
∑
n≥0

Cn
zn√
n!
,

∑
n≥0
|Cn|2 <∞, z ∈ C,

ýðìèòîâî ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå çàäàíî ôîðìóëîé

(f, g) =
1

π

∫
C
f(z) g(z) e−|z|

2

d2z, ãäå d2z = dRe(z) d Im(z) = |z| d|z| dArg(z).

(a) Äîêàæèòå, ÷òî ôóíêöèè en(z) = zn√
n!
îáðàçóþò îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ â

D.
(b) Ñîïîñòàâèâ n-÷àñòè÷íûì ñîñòîÿíèÿì êâàíòîâîãî ãàðìîíè÷åñêîãî îñöèëëÿ-

òîðâ áàçèñíûå ôóíêöèè en(z), ïîñòðîéòå ïðåäñòàâëåíèå îïåðàòîðîâ ðîæäåíèÿ-
óíè÷òîæåíèÿ â† è â â ïðîñòðàíñòâå D.





(b) Ïðîâåäèòå êàíîíè÷åñêîå êâàíòîâàíèå ñèñòåìû â íîâûõ ïåðåìåííûõ x′i, p
′
i,

ïîñòðîéòå äâå ïàðû îïåðàòîðîâ ðîæäåíèÿ-óíè÷òîæåíèÿ âi, â
†
i è âûðàçèòå

÷åðåç íèõ ãàìèëüòîíèàí Ĥ. Ïîñòðîéòå ôîêîâñêîå ïðîñòðàíñòâî ñîñòîÿíèé
êâàíòîâîé ñèñòåìû, ïðåäïîëàãàÿ íàëè÷èå â íåì åäèíñòâåííîãî âàêóóìíîãî
ñîñòîÿíèÿ |0〉:

âi |0〉 = 0, i = 1, 2.

Îïðåäåëèòå âîçìîæíûå çíà÷åíèÿ ýíåðãèè êâàíòîâîé ñèñòåìû è ïîñòðîéòå
îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ ãàìèëüòîíèàíà Ĥ.




