
Çàäà÷è (âåðñèÿ îò 16.12.2020 � îêîí÷àòåëüíàÿ)

Â çàäà÷àõ èñïîëüçóþòñÿ îïðåäåëåíèÿ è îáîçíà÷åíèÿ èç ëåêöèé. Íèæå ÿ íàïîìè-
íàþ íåêîòîðûå èç íèõ.

Ðàññìîòðèì âåðîÿòíîñòíîå ïðîñòðàíñòâî (Ω,P), òàêîå ÷òî #Ω <∞, è ñëó÷àéíûå
âåëè÷èíû ξ0, . . . , ξT íà íåì, T ≥ 0, ñî çíà÷åíèÿìè â ìíîæåñòâå {1, . . . , L}, ãäå L ∈ N.
Ìíîæåñòâî {1, . . . , L} íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâîì ñîñòîÿíèé. Ðàññìîòðèì âåêòîð p(0) =

(p
(0)
1 , . . . , p

(0)
L ) ñ íåîòðèöàòåëüíûìè êîìïîíåíòàìè, óäîâëåòâîðÿþùèìè

∑L
j=1 p

(0)
j = 1.

Ðàññìîòðèì òàê æå ìàòðèöû Πn = (pn(i, j))1≤i,j≤L, 1 ≤ n ≤ T ñ íåîòðèöàòåëüíûìè

êîìïîíåíòàìè, òàêèìè ÷òî
∑L

j=1 pn(i, j) = 1 äëÿ ëþáîãî i è n.

Îïðåäåëåíèå. Ãîâîðÿò, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí ξ0, . . . , ξT
îáðàçóåò ìàðêîâñêóþ öåïü (ÌÖ) ñ íà÷àëüíûì ðàñïðåäåëåíèåì p(0) è ìàòðèöàìè ïå-
ðåõîäíûõ âåðîÿòíîñòåé (ÌÏÂ) Πn (èëè ñ ïåðåõîäíûìè âåðîÿòíîñòÿìè pn(i, j)), åñëè

P(ξ0 = i0, . . . , ξT = iT ) = p
(0)
i0
p1(i0, i1) · · · pT (iT−1, iT ) äëÿ ëþáûõ i0, . . . iT ∈ {1, . . . , L}.

Îïðåäåëåíèå. Êâàäðàòíàÿ ìàòðèöà A íàçûâàåòñÿ ñòîõàñòè÷åñêîé, åñëè åå ýëå-
ìåíòû íåîòðèöàòåëüíû è èõ ñóììà ïî êàæäîé ñòðîêå ðàâíà åäèíèöå.

Îïðåäåëåíèå. Âåêòîð µ = (µ1, . . . , µn) íàçûâàåòñÿ íåîòðèöàòåëüíûì (µ ≥ 0),
åñëè µj ≥ 0 ∀j. Íåîòðèöàòåëüíûé âåêòîð µ íàçûâàåòñÿ ðàñïðåäåëåíèåì, åñëè ñóììà
åãî êîìïîíåíò ðàâíà åäèíèöå. Åñëè íå îãîâîðåíî èíîå, òî ðàñïðåäåëåíèÿ � âñåãäà
âåêòîðà-ñòðîêè (à íå ñòîëáöû).

Îáîçíà÷åíèÿ è ñîãëàøåíèÿ:

• Åñëè íå îãîâîðåíî èíîå � ìíîæåñòâî ñîñòîÿíèé ÌÖ âñåãäà {1, . . . , L}.

• ×åðåç p(n) îáîçíà÷àåòñÿ ðàñïðåäåëåíèå ÌÖ ξ0, . . . , ξT â ìîìåíò âðåìåíè n, òî
åñòü âåêòîð-ñòðîêà p(n) = (p

(n)
1 , . . . , p

(n)
L ) ñ êîìïîíåíòàìè p

(n)
j = P(ξn = j), 1 ≤

j ≤ L.

• Äëÿ îäíîðîäíûõ ÌÖ ìû îáû÷íî îáîçíà÷àåì ÌÏÂ ÷åðåç Π, à ïåðåõîäíûå âåðî-
ÿòíîñòè � ÷åðåç pij (òàê ÷òî Π = Πn è pij = pn(i, j) äëÿ âñåõ n, i, j.)
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Çàäà÷è ïî òåìàì ëåêöèé äî 12.10.2010

Îòìå÷ó, ÷òî â çàäà÷àõ 1-6 íèæå ÌÖ, âîîáùå ãîâîðÿ, íåîäíîðîäíûå.

1. Äîêàæèòå, ÷òî ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû ξ0, . . . , ξT îáðàçóþò ÌÖ ñ íà÷àëüíûì ðàñ-
ïðåäåëåíèåì p(0) è âåðîÿòíîñòÿìè ïåðåõîäà pn(i, j) â òîì è òîëüêî òîì ñëó÷àå,
êîãäà âûïîëíåíû ñëåäóþùèå òðè óñëîâèÿ:

1. P(ξ0 = i) = p
(0)
i äëÿ âñåõ i ∈ {1, . . . , L}.

2. P(ξk = ik|ξk−1 = ik−1, . . . , ξ0 = i0) = P(ξk = ik|ξk−1 = ik−1) äëÿ ëþáûõ
i0, . . . , ik ∈ {1, . . . , L} è 1 ≤ k ≤ T , òàêèõ ÷òî P(ξk−1 = ik−1, . . . , ξ0 = i0) 6= 0.

3. P(ξk = i|ξk−1 = j) = pk(j, i) äëÿ ëþáûõ i, j ∈ {1, . . . , L} è 1 ≤ k ≤ T , òàêèõ
÷òî P(ξk−1 = j) 6= 0.

Óêàçàíèå: Èìïëèêàöèÿ ⇒ áûëà äîêàçàíà íà ëåêöèè.

2. Ïóñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí ξ0, . . . , ξT îáðàçóåò ìàðêîâñêóþ
öåïü ñî ìíîæåñòâîì ñîñòîÿíèé X := {1, . . . , L}. Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ ëþáîãî n è
ëþáûõ ìíîæåñòâ A ⊂ X × . . . ×X (T − n ðàç), C ⊂ X × . . . ×X (n − 1 ðàç) è
ëþáîãî a ∈ X âûïîëíåíî

P
(
(ξT , . . . , ξn+1) ∈ A|ξn = a, (ξn−1, . . . , ξ0) ∈ C

)
= P

(
(ξT , . . . , ξn+1) ∈ A|ξn = a).

Â ÷àñòíîñòè, P(ξn+k = i|ξn = j, (ξn−1, . . . , ξ0) ∈ C) = P(ξn+k = i|ξn = j).

3. Äîêàæèòå, ÷òî ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ ýêâèâàëåíòíû:

à)Êâàäðàòíàÿ n× n-ìàòðèöà A � ñòîõàñòè÷åñêàÿ.

á) 1. Af ≥ 0 äëÿ âñåõ íåîòðèöàòåëüíûõ âåêòîðîâ-ñòîëáöîâ. 2. A1 = 1, ãäå
1 = (1, . . . , 1)t, à t îáîçíà÷àåò òðàíñïîíèðîâàíèå.

â) Åñëè âåêòîð-ñòðîêà µ � ðàñïðåäåëåíèå, òî µA � òîæå ðàñïðåäåëåíèå.

4. Äîêàæèòå, ÷òî ïðîèçâåäåíèå ñòîõàñòè÷åñêèõ ìàòðèö îäèíàêîâîãî ðàçìåðà òàê
æå ÿâëÿåòñÿ ñòîõàñòè÷åñêîé ìàòðèöåé.

5. Ïóñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí ξ0, . . . , ξT îáðàçóåò ÌÖ. Ðàññìîò-
ðèì áèåêöèþ f : {1, . . . , L} 7→ {1, . . . , L}. Âåðíî ëè, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
f(ξ0), . . . , f(ξT ) îáðàçóåò ÌÖ? À åñëè íå ïðåäïîëàãàòü áèåêòèâíîñòü f? Eñëè
îòâåò îòðèöàòåëüíûé � ïðèâåñòè êîíòðïðèìåð.

6. Ïóñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí ξ0, . . . , ξT îáðàçóåò ÌÖ. Âåðíî
ëè, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ξT , . . . , ξ0 îáðàçóåò ÌÖ?

7. Ïóñòü ξ0, . . . , ξT � îäíîðîäíàÿ ÌÖ ñ ìíîæåñòâîì ñîñòîÿíèé {1, 2, 3}, ìàòðèöåé

ïåðåõîäíûõ âåðîÿòíîñòåé Π =

 0 3/4 1/4
2/3 0 1/3
1 0 0

 è íà÷àëüíûì ðàñïðåäåëåíèåì

p(0) = (1/3, 1/6, 1/2). Íàéäèòå à) p(2) á) P(ξ1 = 3, ξ3 = 2).
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Çàäà÷è ïî òåìå ëåêöèè 16.10.2020

Â ëåêöèè îáñóæäàëàñü ìîäåëü Ãàëüòîíà-Âàòñîíà ðîæäåíèÿ-óìèðàíèÿ. Íàïîìíþ
íåêîòîðûå îáîçíà÷åíèÿ. Ïóñòü ηin � íåçàâèñèìûå îäèíàêîâî ðàñïðåäåëåííûå ñëó÷àé-
íûå âåëè÷èíû, óäîâëåòâîðÿþùèå ηin ∈ N ∪ {0}, ηin ≤ M äëÿ íåêîòîðîãî M è âñåõ
n, i. Ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ηin èãðàåò ðîëü ÷èñëà ïîòîìêîâ i-ãî èíäèâèäóóìà èç n-îãî
ïîêîëåíèÿ. Ïóñòü ξn îáîçíà÷àåò ÷èñëî èíäèâèäóóìîâ â n-îì ïîêîëåíèè, ãäå ξ0 ∈ N,
ξ0 ≤ K äëÿ íåêîòîðîãî K, � çàäàííàÿ ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà, à ξn+1 :=

∑ξn
i=1 η

i
n ïðè

n ≥ 0.
Çàäà÷è 2-4 íèæå ñîäåðæàò êóñêè äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 15 î âåðîÿòíîñòè âû-

ìèðàíèÿ â ìîäåëè Ãàëüòîíà-Âàòñîíà, íå ïðèâåäåííûå íà ëåêöèè. Íàïîìíþ ôîðìó-
ëèðîâêó òåîðåìû.

Òåîðåìà 15. Âåðîÿòíîñòü âûìèðàíèÿ ε := P(∃n : ξn = 0) < 1 ïðè Eηin > 1 è ε = 1
ïðè Eηin ≤ 1, åñëè òîëüêî ηin íå ðàâíû 1 òîæäåñòâåííî (òî÷íåå, åñëè P(ηin = 1) < 1).

Îòìå÷ó, ÷òî åñëè ηin íå ðàâíû òîæäåñòâåííî 1, íî êàæäûé èíäèâèäóóì â ñðåäíåì
èìååò îäíîãî ïîòîìêà, ò.å. Eηin = 1, òî âñå ðàâíî âñå óìðóò ñ âåðîÿòíîñòüþ åäèíèöà.

1. Äîêàæèòå, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí ξ0, . . . , ξT îáðàçóåò ìàð-
êîâñêóþ öåïü äëÿ ëþáîãî T . Âû÷èñëèòå ïåðåõîäíûå âåðîÿòíîñòè pij = P(ξn+1 =
j|ξn = i), åñëè P(ηin = 0) = p, P(ηin = 2) = 1− p, ãäå 0 < p < 1.

2. Ïóñòü òåîðåìà 15 î âåðîÿòíîñòè âûìèðàíèÿ äîêàçàíà äëÿ ñëó÷àÿ, êîãäà ξ0 ≡ 1
(ò.å. ξ0 íå ñëó÷àéíî, òî÷íåå, ξ0(ω) = 1 äëÿ âñåõ ω). Äîêàæèòå åå äëÿ ñëó÷àÿ
ïðîèçâîëüíîãî ξ0 ∈ N, óäîâëåòâîðÿþùåãî ξ0 < K äëÿ íåêîòîðîãî K.

3. Ïóñòü ξ0 ≡ 1. Ïóñòü ϕn îáîçíà÷àåò ïðîèçâîäÿùóþ ôóíêöèþ ñëó÷àéíîé âåëè÷è-
íû ξn, à ϕ � ïðîèçâîäÿùóþ ôóíêöèþ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ηin. Ïîêàæèòå, ÷òî
ϕn = ϕ ◦ · · · ◦ ϕ (n ðàç) äëÿ âñÿêîãî n ≥ 1.

4. Ïóñòü ξ0 ≡ 1. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè Eηin > 1, òî ε < 1 è ÷òî â ýòîì ñëó÷àå ε �
åäèíñòâåííîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ ϕ(x) = x, óäîâëåòâîðÿþùåå 0 ≤ x < 1, ãäå
ôóíêöèÿ ϕ îïðåäåëåíà â ïðåäûäóùåé çàäà÷å.

Óêàçàíèå. Ïîñìîòðèòå ëåêöèþ.
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Çàäà÷è îò ëåêöèè 23.10.2020

1. Ðàññìîòðèì ñëåäóþùèå ÌÏÂ:

a)

0 1 0
0 0 1
1 0 0

 , b)

 0 1 0
0 0 1

0.9 0.1 0

 , c)

0 1 0
0 0 1
0 0 1

 , d)

 1 0 0
1/2 0 1/2
0 0 1

 .

ßâëÿþòñÿ ëè îíè ýðãîäè÷åñêèìè?

Íàïîìèíàíèå: ÌÏÂ Π íàçûâàåòñÿ ýðãîäè÷åñêîé, åñëè ñóùåñòâóåò k ∈ N, òà-
êîå ÷òî âñå ýëåìåíòû ìàòðèöû Πk ñòðîãî ïîëîæèòåëüíû. Äðóãèìè ñëîâàìè,
åñëè äëÿ ÌÖ ñ ÌÏÂ Π çà k øàãîâ ìîæíî ïîïàñòü èç ëþáîãî ñîñòîÿíèÿ â
ëþáîå.

2. Ðàññìîòðèì ñëó÷àéíîå áëóæäàíèå íà ìíîæåñòâå ñîñòîÿíèé {1, . . . , L}, çàäàííîå
âåðîÿòíîñòÿìè ïåðåõîäà pii+1 = p è pii−1 = 1 − p äëÿ 2 ≤ i ≤ L − 1, p12 = a,
p11 = 1− a è pLL−1 = b, pLL = 1− b äëÿ êàêèõ-íèáóäü 0 < p < 1 è 0 < a, b ≤ 1, à
äëÿ îñòàëüíûõ i, j âûïîëíåíî pij = 0.

a) Äîêàæèòå, ÷òî ñîîòâåòñòâóþùàÿ ìàòðèöà ïåðåõîäíûõ âåðîÿòíîñòåé ýðãîäè÷-
íà òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà âûïîëíåíî õîòÿ áû îäíî èç íåðàâåíñòâ a < 1
èëè b < 1.

b) Äëÿ ïðîèçâîëüíûõ a, b, p êàê âûøå íàéäèòå ñòàöèîíàðíîå ñîñòîÿíèå. Åäèí-
ñòâåííî ëè îíî?

3. Ðàññìîòðèì ìîäåëü Ýðåíôåñòîâ: áåðåì N ïðîíóìåðîâàííûõ îò 1 äî N øàðîâ
è äâà ÿùèêà, ÷àñòü øàðîâ ëåæèò â îäíîì, à ÷àñòü â äðóãîì. Íàóãàä íàçûâàåì
íîìåð îò 1 äî N (ñ ðàâíûìè âåðîÿòíîñòÿìè) è ïåðåêëàäûâàåì øàð ñ ýòèì íîìå-
ðîì èç ÿùèêà, ãäå îí ëåæàë, â äðóãîé. Íàñ èíòåðåñóåò ÷èñëî øàðîâ â êàæäîì
ÿùèêå. Êîíå÷íî, äîñòàòî÷íî çíàòü ÷èñëî øàðîâ â ïåðâîì ÿùèêå, íà ýòî èìååòñÿ
N + 1 âîçìîæíîñòü, îò 0 äî N .

(1) Äîêàæèòå, ÷òî ìîäåëü Ýðåíôåñòîâ çàäàåò ìàðêîâñêóþ öåïü ñ N + 1 ñî-
ñòîÿíèåì (ñîñòîÿíèå� ÷èñëî øàðîâ â ïåðâîì ÿùèêå). Âû÷èñëèòå ïåðåõîäíûå
âåðîÿòíîñòè.

(2) Íàéäèòå ñòàöèîíàðíîå ñîñòîÿíèå äëÿ ìîäåëè Ýðåíôåñòîâ. Åäèíñòâåííî ëè
îíî?

(3) Ýðãîäè÷íà ëè ÌÏÂ â ìîäåëè Ýðåíôåñòîâ?

Ëèðè÷åñêîå îòñòóïëåíèå.

Ìîäåëü Ýðåíôåñòîâ � èçâåñòíàÿ ðàííÿÿ ñòîõàñòè÷åñêàÿ ìîäåëü â ñòàòèñòè÷åñêîé
ìåõàíèêå. Ñòàòèñòè÷åñêàÿ ìåõàíèêà ñòàâèò ñâîåé öåëüþ îáúÿñíèòü ïîâåäåíèå ìàêðî-
ñêîïè÷åñêèõ ñèñòåì ñ òî÷êè çðåíèÿ ìèêðîñêîïè÷åñêîé äèíàìèêè ÷àñòèö. Íàïðèìåð,
äèíàìèêó ãàçà ñ òî÷êè çðåíèÿ äèíàìèêè ìîëåêóë.

Ñòàò. ìåõàíèêà çàäàåò, íàïðèìåð, òàêèå âîïðîñû. Ïî÷åìó ãàç, èçíà÷àëüíî ñîáðàí-
íûé â îäíîé ïîëîâèíå êîìíàòû, ðàñïðîñòðàíèòñÿ ïî âñåé êîìíàòå è óæå íèêîãäà íå
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âåðíåòñÿ â òó ïîëîâèíó, ãäå îí áûë èçíà÷àëüíî? Âåäü ñîãëàñíî òåîðåìå Ïóàíêàðå î
âîçâðàùåíèè 1 ýòî äîëæíî ïðîèçîéòè (íî òóò îòâåò ïðîñòîé: âðåìÿ, êîòîðîå ïðèäåò-
ñÿ æäàòü, ÷òîáû ýòî ïðîèçîøëî, áîëüøå âðåìåíè ñóùåñòâîâàíèÿ âñåëåííîé). À âîò
ãîðàçäî áîëåå ñëîæíûé, äî ñèõ ïîð îòêðûòûé âîïðîñ (ãðóáî ãîâîðÿ, ýòî íàçûâàåòñÿ
"ýðãîäè÷åñêàÿ ãèïîòåçà"): ïî÷åìó ãàç ðàâíîìåðíî çàïîëíèò îáå ïîëîâèíû êîìíàòû, è
åñëè òåìïåðàòóðà ãàçà â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè áûëà ðàñïðåäåëåíà íåîäíîðîäíî,
òî ñî âðåìåíåì îíà âûðîâíÿåòñÿ?

Ìîäåëü Ýðåíôåñòîâ � ïðîñòåéøàÿ ìîäåëü, ÷òîáû èçó÷àòü "ðàâíîìåðíîå çàïîë-
íåíèå ãàçîì êîìíàòû". Êñòàòè ãîâîðÿ, êàê íàâåðíîå âû óâèäèòå èç ïîñëåäóþùèõ
çàäà÷, ýòà ìîäåëü íå î÷åíü õîðîøà: îíà íå îáëàäàåò ñâîéñòâîì ñõîäèìîñòè ê ðàâíî-
âåñèþ (ýðãîäè÷íîñòè), òàê ÷òî "ðàâíîìåðíîãî çàïîëíåíèÿ êîìíàòû"è "âûðàâíèâàíèÿ
òåìïåðàòóðû"íå ïðîèñõîäèò (õîòÿ ïî÷òè ïðîèñõîäèò). Áîëåå ïîäðîáíî íà äîñòóïíîì
ÿçûêå î ìîäåëè Ýðåíôåñòîâ ìîæíî ïî÷èòàòü â êíèãå Ì.Êàö, "Âåðîÿòíîñòü è ñìåæíûå
âîïðîñû â ôèçèêå". Ðå÷ü î òîì, ïî÷åìó âîîáùå âåðîÿòíîñòíûå ìîäåëè ïîÿâëÿþòñÿ â
ôèçèêå è ïî÷åìó îíè õîðîøè. Â ïåðâîì ïðèáëèæåíèè òóò òàêîå ïðàâèëî: ÷åì áîëü-
øå â ìîäåëè ñòîõàñòèêè, òåì ïðîùå îíà äëÿ ñòðîãîãî àíàëèçà (ó÷è òåîðâåð!), íî òåì
äàëüøå îíà îò æèçíè (ðåàëüíûå ìîëåêóëû íå ïðûãàþò ñëó÷àéíî èç îäíîé ïîëîâè-
íû êîìíàòû â äðóãóþ). Îäíàêî, ñîãëàñíî ñîâðåìåííîìó ïîíèìàíèþ ñòàòèñòè÷åñêîé
ôèçèêè, êàêóþ-òî ñëó÷àéíîñòü â ñèñòåìó âñå ðàâíî íóæíî ââîäèòü, èíà÷å (à) ñ íåé
íå ïîëó÷èòñÿ ñäåëàòü íèêàêîãî ñòðîãîãî àíàëèçà (á) åå ïîâåäåíèå äàëåêî íå âñåãäà
áóäåò ñîîòâåòñòâîâàòü íàøèì ôèçè÷åñêèì îæèäàíèÿì. 2

Ðàç òàêàÿ ïüÿíêà, òî çàîäíî î÷åíü ïîðåêîìåíäóþ íàó÷ïîïóëÿðíóþ êíèãó Ä.Ðþýëü,
"Ñëó÷àéíîñòü è õàîñ� ñðàâíèòåëüíî êîðîòêî è êëàññíî î òîì æå, íà ïîïóëÿðíîì ÿçû-
êå, îò îäíîãî èç èçâåñòíåéøèõ ñòàò. ôèçèêîâ 20-ãî (íó, è 21-ãî) âåêà.

1Ñì. Âèêèïåäèþ, à ëó÷øå, ê ïðèìåðó, Â.È. Àðíîëüä, "Ìàòåìàòè÷åñêèå ìåòîäû êëàññè÷åñêîé

ìåõàíèêè".
2Íàñêîëüêî ÿ çíàþ, êîãäà äåëàåòñÿ ïðîãíîç ïîãîäû, â óðàâíåíèÿ ìåòåîðîëîãèè äîáàâëÿåòñÿ ñëó-

÷àéíûé øóì: òàê ðåçóëüòàò îêàçûâàåòñÿ ëó÷øå.
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Çàäà÷è îò ëåêöèè 27.10.2020

Îïðåäåëåíèå. Ìàðêîâñêàÿ öåïü íàçûâàåòñÿ ýðãîäè÷åñêîé, åñëè îíà èìååò åäèí-
ñòâåííîå ñòàöèîíàðíîå ñîñòîÿíèå π è ñóùåñòâóþò ïîñòîÿííûå C > 0, 0 < λ < 1,
òàêèå ÷òî äëÿ ëþáîãî íà÷àëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ p(0) âûïîëíåíî |π − p(n)|1 ≤ Cλn,
äëÿ ëþáîãî n. Çäåñü |v|1 :=

∑
j |vj|.

Èç ýðãîäè÷åñêîé òåîðåìû ñëåäóåò, ÷òî åñëè ÌÏÂ ýðãîäè÷íà, òî ÌÖ òîæå ýðãî-
äè÷íà. Îáðàòíîå íåâåðíî!

1. Ýðãîäè÷íû ëè ìàðêîâñêèå öåïè ñ ÌÏÂ èç çàäà÷è 1 ïðåäûäóùåãî áëîêà?

2. à) Ïðè êàêèõ 0 < a, b ≤ 1 ñëó÷àéíîå áëóæäàíèå èç çàäà÷è 2 ïðåäûäóùåãî áëîêà
ýðãîäè÷íî ïðè ïðîèçâîëüíîì 0 < p < 1?

á) Ýðãîäè÷íà ëè ìàðêîâñêàÿ öåïü èç ìîäåëè Ýðåíôåñòîâ? (ýòî çàäà÷à ñ êîí-
òðîëüíîé, êòî óæå ðåøèë � ìîëîäåö).

3. Âåðíî ëè, ÷òî âñÿêàÿ ìàðêîâñêàÿ öåïü, èìåþùàÿ åäèíñòâåííîå ñòàöèîíàðíîå
ñîñòîÿíèå, ýðãîäè÷íà?

4. Ðàññìîòðèì (îäíîðîäíóþ) ÌÖ ξ0, ξ1, . . . c ìíîæåñòâîì ñîñòîÿíèé {1, . . . , L},
L ≥ 2, òàêóþ ÷òî p11 = 1. Äîïóñòèì, ÷òî äëÿ êàæäîãî ñîñòîÿíèÿ 2 ≤ i ≤ L
ñóùåñòâóåò ki ≥ 1, òàêîå ÷òî p

(ki)
i1 > 0 � âåðîÿòíîñòü ïåðåéòè èç ñîñòîÿíèÿ i â

ñîñòîÿíèå 1 çà ki øàãîâ ïîëîæèòåëüíà.

à) Ïîêàæèòå, ÷òî ÌÏÂ òàêîé ÌÖ íå ìîæåò áûòü ýðãîäè÷åñêîé.

á) Äîêàæèòå, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (p
(m)
i1 )m≥0 íå óáûâàåò.

â) Ïîêàæèòå, ÷òî P(ξmk 6= 1) ≤ (1 − δ)m äëÿ ëþáîãî m ≥ 1, ãäå k = maxi ki, à

δ = mini p
(ki)
i1 > 0.

À òåïåðü âûâîäû:

ã) Ïîêàæèòå, ÷òî P(∃k ≥ 0 : ξn = 1∀n ≥ k) = 1 (ò.å. ñ âåðîÿòíîñòüþ åäèíèöà
ìû ïðèåçæàåì â ñîñòîÿíèå 1 è òàì æèâåì.)

ä) Ïîêàæèòå, ÷òî òàêàÿ ÌÖ ýðãîäè÷íà è π = (1, 0, . . . , 0) � åå åäèíñòâåííîå
ñòàöèîíàðíîå ñîñòîÿíèå.

5. Íåîáÿçàòåëüíàÿ çàäà÷à (äîïîëíÿþùàÿ ïðåäûäóùóþ). Ðàññìîòðèì ÌÖ ξ0, ξ1, . . .,
c ìíîæåñòâîì ñîñòîÿíèé {1, . . . , L}, L ≥ 2, òàêóþ ÷òî p11 = 1 è p22 = 1. Äîïó-
ñòèì, ÷òî äëÿ êàæäîãî ñîñòîÿíèÿ 3 ≤ i ≤ L ñóùåñòâóåò ki ≥ 1, òàêîå ÷òî õîòÿ
áû îäíà èç âåðîÿòíîñòåé p

(ki)
i1 ëèáî p

(ki)
i2 ïîëîæèòåëüíà. Ïîêàæèòå, ÷òî òàêàÿ

ÌÖ íå ìîæåò áûòü ýðãîäè÷åñêîé. Äîêàæèòå, ÷òî

P(∃k ≥ 0 : ξn = 1∀n ≥ k or ξn = 2∀n ≥ k) = 1

(ò.å., â çàâèñèìîñòè îò òî÷êè ñòàðòà, ìû ïàäàåì ëèáî íà ñîñòîÿíèå 1, ëèáî íà
ñîñòîÿíèå 2).
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Çàäà÷è îò ëåêöèè 10.11.2020

Ïåðâûå äâå çàäà÷è èñïîëüçîâàëèñü íà ëåêöèè áåç äîêàçàòåëüñòâà è áûëè îñòàâ-
ëåíû â êà÷åñòâå óïðàæíåíèé.

1. Ïóñòü ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû ξn, ηn, ξ, η îïðåäåëåíû íà îäíîì è òîì æå âåðîÿò-
íîñòíîì ïðîñòðàíñòâå è ξn → ξ, ηn → η ïðè n→∞ ïî âåðîÿòíîñòè. Äîêàæèòå,
÷òî ξn + ηn → ξ + η ïî âåðîÿòíîñòè.

2. Ïóñòü ÷èñëîâàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (xn), xn ∈ R, ñõîäèòñÿ, xn → x ïðè n→∞.
Äîêàæèòå, ÷òî òîãäà îíà ñõîäèòñÿ ïî ×åçàðî ê òîìó æå ïðåäåëó, ò.å. 1

n

∑n−1
k=0 xk →

x.

3. Ïðèâåñòè ïðèìåð ÌÖ ξ0, ξ1, ξ2, . . ., òàêîé ÷òî îíà íå ýðãîäè÷íà, íî äëÿ íåå âû-
ïîëíåí ÇÁ× (â òîì âèäå, â êîòîðîì îí ôîðìóëèðîâàëñÿ íà ëåêöèè).

Óêàçàíèå: âîçìîæíî, çäåñü óäîáíåå èñêàòü ïðèìåð, äëÿ êîòîðîãî âûïîëíåí óñèëåí-

íûé ÇÁ×: îí ôîðìóëèðóåòñÿ òàê æå êàê è îáû÷íûé, íî âìåñòî ñõîäèìîñò 1
n

∑n−1
k=0 f(ξk)→

〈π, f〉 ïî âåðîÿòíîñòè óòâåðæäàåòñÿ ñõîäèìîñòü ïî÷òè íàâåðíîå: P(ω ∈ Ω : 1
n

∑n−1
k=0 f(ξk(ω))→

〈π, f〉) = 1. Óñèëåííûé ÇÁ× âëå÷åò îáû÷íûé, òàê êàê ñõîäèìîñòü ïî÷òè íàâåðíîå

âëå÷åò ñõîäèìîñòü ïî âåðîÿòíîñòè.

4. Ïðèâåñòè ïðèìåð ÌÖ ξ0, ξ1, ξ2, . . ., òàêîé ÷òî äëÿ íåå íå âûïîëíåí ÇÁ×. Òî åñòü,
ñóùåñòâóåò ôóíêöèÿ f , äëÿ êîòîðîé ïðåäåë ïîñëåäîâàòåëüíîñòè 1

n

∑n
k=0 f(ξk) ïî

âåðîÿòíîñòè ëèáî íå ñóùåñòâóåò, ëèáî çàâèñèò îò íà÷àëüíîãî óñëîâèÿ.

5. Ðàññìîòðèì ñëó÷àéíîå áëóæäàíèå èç çàäà÷è 2 îò 23.10 è äîïóñòèì, ÷òî a < 1.
Âû÷èñëèòå ÷àñòîòó ïîñåùåíèÿ êðàéíèõ ñîñòîÿíèé 1 èëè L, òî åñòü íàéäèòå ïðå-
äåë #{0≤i≤n−1: ξi=1 èëè L}

n
ïðè n→∞ ïî âåðîÿòíîñòè, ãäå ξ0, ξ1, . . . � ìàðêîâñêàÿ

öåïü, àññîöèèðîâàííàÿ ñ ýòèì ñëó÷àéíûì áëóæäàíèåì.

(Êàê è â çàäà÷å 2 îò 23.10, îòâåò ìîæåò îêàçàòüñÿ íåêðàñèâûì).

6. (Äîïîëíèòåëüíàÿ çàäà÷à.) Ðàññìîòðèì ýðãîäè÷åñêóþ ìàðêîâñêóþ öåïü ξ0, ξ1, . . .
è îáîçíà÷èì ÷åðåç νnij ñëó÷àéíóþ âåëè÷èíó, ðàâíóþ ÷èñëó òàêèõ 1 ≤ k ≤ n, ïðè
êîòîðûõ ξk−1 = i, à ξk = j. Âû÷èñëèòå ïðåäåë ïî âåðîÿòíîñòè νnij/n ïðè n→∞.

Óêàçàíèå: åñëè âäðóã íå íàéäåòñÿ áîëåå ïðîñòîãî ñïîñîáà, òî íóæíî ðàññóæäàòü

êàê ïðè äîêàçàòåëüñòâå ÇÁ×.
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Çàäà÷è îò ëåêöèè 17.11.2020

I. Äî ýòîãî ìû (ïî÷òè) âñåãäà ðàññìàòðèâàëè ìàðêîâñêèå öåïè ξ0, . . . , ξT , æèâó-
ùèå êîíå÷íîå âðåìÿ T . Ýòî áûëî óäîáíî òåì, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå ìîæíî áûëî ðàñ-
ñìàòðèâàòü êîíå÷íîå ìíîæåñòâî ýëåìåíòàðíûõ ñîáûòèé Ω. Ïðè ýòîì äëÿ òîãî, ÷òî-
áû èçó÷àòü ïîâåäåíèå ìàðêîâñêîé öåïè ïðè âðåìåíè, ñòðåìÿùåìñÿ ê áåñêîíå÷íîñòè
(íàïðèìåð, â ýðãîäè÷åñêîé òåîðåìå), ìû âûêðó÷èâàëèñü òàê: ìû ãîâîðèëè, ÷òî åñëè
íàñ èíòåðåñóåò ìîìåíò âðåìåíè n > T , òî âìåñòî èñõîäíîé ÌÖ ξ0, . . . , ξT ìû ïðî-
ñòî ðàññìàòðèâàåì íîâóþ ÌÖ ξ̃0, . . . , ξ̃n, ñ òåìè æå ïåðåõîäíûìè âåðîÿòíîñòÿìè è
íà÷àëüíûì ðàñïðåäåëåíèåì, ÷òî è èñõîäíàÿ ÌÖ. Åñòåñòâåííî, ïðè ýòîì ðàñïðåäåëå-
íèÿ p(k) è p̃(k) ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí ξk è ξ̃k ïðè k ≤ T ñîâïàäàëè, ïîýòîìó, ïîñòóïàÿ
ñ îáîçíà÷åíèÿìè âîëüíî, ìû íå ïèñàëè âåðõíèå âîëíû, íî ïèñàëè ïðîñòî ξ0, . . . , ξn
(åñëè èç ëåêöèé âû íå óëîâèëè, ÷òî ìû äåëàëè èìåííî òàê � òî çíàéòå, äà, äåëàëè �
ýòî ðàçóìíûé ñïîñîá îáîéòè ïðîáëåìó êîíå÷íîãî âðåìåíè æèçíè öåïè). Ñåé÷àñ, äëÿ
çàäà÷ 3 è 4, ýòî ñòàíîâèòñÿ ñîâñåì íåóäîáíûì, ïîýòîìó ïðåäëàãàþ îïðåäåëèòü ÷òî
òàêîå ÌÖ, æèâóùàÿ áåñêîíå÷íîå âðåìÿ.

Îïðåäåëåíèå. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí (ξn)n≥0 íàçûâàåòñÿ ÌÖ
ñ íà÷àëüíûì ðàñïðåäåëåíèåì p(0) è âåðîÿòíîñòÿìè ïåðåõîäà pn(i, j), åñëè äëÿ ëþáîãî
T ≥ 0 ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ξ0, . . . , ξT ÿâëÿåòñÿ ÌÖ ñ òåìè æå íà÷àëüíûì ðàñïðåäåëå-
íèåì è âåðîÿòíîñòÿìè ïåðåõîäà.

Äëÿ ÌÖ, æèâóùåé áåñêîíå÷íîå âðåìÿ, êîíå÷íûì ìíîæåñòâîì ýëåìåíòàðíûõ ñî-
áûòèé Ω óæå íå îáîéòèñü, è ïðèìåð ïîñòðîåíèÿ ïîäõîäÿùåãî âåðîÿòíîñòíîãî ïðî-
ñòðàíñòâà ÿ ïðèâîäèòü íå áóäó.

II. Ðàññìîòðèì îäíîðîäíóþ ìàðêîâñêóþ öåïü ξ0, ξ1, . . ., îïðåäåëåííóþ íà âåðî-
ÿòíîñòíîì ïðîñòðàíñòâå (Ω,P), è ñëó÷àéíóþ âåëè÷èíó τ íà òîì æå âåðîÿòíîñòíîì
ïðîñòðàíñòâå, òàêóþ ÷òî äëÿ êàæäîãî n ≥ 0 ñîáûòèå {τ = n} ëåæèò â àëãåáðå,
ïîðîæäåííîé ñëó÷àéíûìè âåëè÷èíàìè ξ0, . . . , ξn. Äðóãèìè ñëîâàìè, ñóùåñòâóåò òà-
êîå ìíîæåñòâî An ⊂ {1, . . . , L}×n 3, ÷òî ìíîæåñòâî {ω ∈ Ω : τ(ω) = n} èìååò âèä
{ω ∈ Ω : (ξ0, . . . , ξn)(ω) ∈ An}. Òàêàÿ ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà τ íàçûâàåòñÿ ìîìåíò
îñòàíîâêè (stopping time). Ê ïðèìåðó, ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà τA = inf{n ≥ 0 : ξn ∈ A},
ãäå A ⊂ {1, . . . , L}, ÿâëÿåòñÿ ìîìåíòîì îñòàíîâêè (åå ñìûñë � ïåðâûé ìîìåíò âðå-
ìåíè, êîãäà ïðîöåññ âõîäèò â ìíîæåñòâî A; çäåñü è äàëåå inf ∅ := ∞). À ñëó÷àéíàÿ
âåëè÷èíà τ̃A = inf{n ≥ 0 : ξn+1 ∈ A} íå ÿâëÿåòñÿ ìîìåíòîì îñòàíîâêè. Îòìå÷ó, ÷òî
êîíñòàíòà � òàê æå ìîìåíò îñòàíîâêè.

III. Íà ëåêöèè ìû îáñóæäàëè çàêîí áîëüøèõ ÷èñåë (ÇÁ×), êëàññè÷åñêèé è äëÿ
öåïåé ìàðêîâà. À âîò óñèëåííûé êëàññè÷åñêèé ÇÁ×:

Òåîðåìà. Ïóñòü ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû η0, η1, . . . íåçàâèñèìû, îäèíàêîâî ðàñïðåäå-
ëåíû è èìåþò êîíå÷íûé âòîðîé ìîìåíò, ò.å. Eη2j < ∞ (â ÷àñòíîñòè, îòñþäà ñëåäóåò

E|ηj| <∞ � äîêàæèòå!). Òîãäà ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà Sn =
∑n−1

j=0 ηj óäîâëåòâîðÿåò

P(ω ∈ Ω :
Sn(ω)

n
→ Eη0 ïðè n→∞) = 1.

Òàêàÿ ñõîäèìîñòü íàçûâàåòñÿ ñõîäèìîñòüþ ïî÷òè íàâåðíîå (èëè ïî÷òè âñþäó).
Îáîçíà÷àåòñÿ Sn/n → Eη0 ï.í. (ëèáî ï.â.; íà àíãëèéñêîì � a.s. (almost surely)). Èç

3Çäåñü íàïèñàíî ïðÿìîå ïðîèçâåäåíèå n êîïèé ìíîæåñòâà {1, . . . , L}.
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ñõîäèìîñòè ïî÷òè íàâåðíîå ñëåäóåò ñõîäèìîñòü ïî âåðîÿòíîñòè. Âèä ñõîäèìîñòè �
åäèíñòâåííîå îòëè÷èå óñèëåííîãî ÇÁ× îò îáû÷íîãî. Äîêàçàòåëüñòâî óñèëåííîãî ÇÁ×
ñëîæíåå, ÷åì îáû÷íîãî, ñì. íàïðèìåð ó÷åáíèê Øèðÿåâà.

IV. Äëÿ ìàðêîâñêèõ öåïåé òàêæå âåðåí óñèëåííûé ÇÁ×. Åãî ôîðìóëèðîâêà ñîâ-
ïàäàåò ñ ôîðìóëèðîâêîé îáû÷íîãî ÇÁ×, äàííîé íà ëåêöèè, íî âìåñòî ñõîäèìîñòè ïî
âåðîÿòíîñòè èìååò ìåñòî ñõîäèìîñòü ïî÷òè íàâåðíîå.

1. Ïóñòü ξ0, ξ1, . . . � ìàðêîâñêàÿ öåïü. Äîêàæèòå, ÷òî ξk, . . . , ξn � òîæå ìàðêîâñêàÿ
öåïü, äëÿ ëþáûõ 0 ≤ k ≤ n, ñ òåìè æå âåðîÿòíîñòÿìè ïåðåõîäà.

2. Ïóñòü ξ0, ξ1, . . . � ýðãîäè÷åñêàÿ 4 ìàðêîâñêàÿ öåïü ñî ñòàöèîíàðíûì ðàñïðåäå-
ëåíèåì π. Äîêàæèòå, ÷òî ñóùåñòâóåò ïîñòîÿííàÿ C > 0, òàêàÿ ÷òî äëÿ âñåõ
a, b, n âûïîëíåíî |P(ξn = a|ξ0 = b) − πa| ≤ Cλn, ãäå 0 < λ < 1 � ïîñòîÿííàÿ èç
ýðãîäè÷åñêîé òåîðåìû.

3. Ðàññìîòðèì îäíîðîäíóþ ìàðêîâñêóþ öåïü ξ0, ξ1, . . . ñ âåðîÿòíîñòÿìè ïåðåõî-
äà (pij) è ìîìåíò îñòàíîâêè τ . Äîêàæèòå ñèëüíîå ìàðêîâñêîå ñâîéñòâî (strong
Markov property):

P(ξτ+1 = j|ξτ = i, (ξτ−1, . . . , ξ0) ∈ B<τ , τ <∞) = P(ξτ+1 = j|ξτ = i, τ <∞) = pij,

äëÿ âñåõ i, j è ïðîèçâîëüíîãî íàáîðà ìíîæåñòâ B<n ⊂ {1, . . . , L}×n, n ≥ 1.

Êîììåíòàðèé: Åñëè τ = const, òî ñèëüíîå ìàðêîâñêîå ñâîéñòâî ïðåâðàùàåòñÿ
â îáû÷íîå ìàðêîâñêîå ñâîéñòâî. Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî ñèëüíîå ìàðêîâñêîå ñâîé-
ñòâî ïåðåãîâàðèâàåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì: ïðè óñëîâèè, ÷òî τ < ∞ è ξτ = i,
ñëó÷àéíûé ïðîöåññ (ξτ+n)n≥1 íå çàâèñèò îò ïðîöåññà (ξn)n≤τ è èìååò òàêîå æå
ðàñïðåäåëåíèå, êàê èñõîäíûé ïðîöåññ (ξn)n≥0, âçÿòûé ïðè óñëîâèè, ÷òî ξ0 = i.
Îòñþäà ñòàíîâèòñÿ ïîíÿòíûì, ïî÷åìó ñèëüíîå ìàðêîâñêîå ñâîéñòâî ñòîëü ÷àñòî
èñïîëüçóåòñÿ ïðè ðåøåíèè ðàçëè÷íûõ çàäà÷, ñâÿçàííûõ ñ ìàðêîâñêèìè öåïÿìè.
Â ÷àñòíîñòè, îíî ïîçâîëÿåò äàòü îòâåò íà âîïðîñ êàê âåäåò ñåáÿ öåïü íà÷èíàÿ
ñ ìîìåíòà åå âõîäà â íåêîòîðîå ìíîæåñòâî A ⊂ {1, . . . , L}, òî åñòü íà÷èíàÿ ñ
ìîìåíòà τA: îíà âåäåò ñåáÿ òàê æå, êàê èñõîäíàÿ öåïü, ñ íà÷àëüíûì óñëîâèåì â
òî÷êå, ÷åðåç êîòîðóþ âû âîøëè â A.

4. Ðàññìîòðèì ýðãîäè÷åñêóþ ìàðêîâñêóþ öåïü ñî ñòàöèîíàðíûì ñîñòîÿíèåì π è
äîïóñòèì, ÷òî π1 > 0. Ðàññìîòðèì ñëåäóþùóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ìîìåíòîâ
îñòàíîâêè:

τ1 = {inf k ≥ 0 : ξk = 1}, τn = {inf k > τn−1 : ξk = 1}, n ≥ 2,

ãäå inf ∅ :=∞. Òàêèì îáðàçîì, τn� n-ûé ìîìåíò ïîïàäàíèÿ ïðîöåññà â ñîñòîÿ-
íèå 1.

à) Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ êàæäîãî íà÷àëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ p(0) âåðíî E(τ1)
r <∞

äëÿ ëþáîãî r ≥ 0 (ãîâîðÿò, ÷òî ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà τ1 èìååò êîíå÷íûå ìîìåí-
òû). Êàê ñëåäñòâèå, ïîêàæèòå, ÷òî ïðè êàæäîì íà÷àëüíîì ðàñïðåäåëåíèè p(0)

èìååì P(τ1 <∞) = 1.

4Åñëè ðå÷ü èäåò îá ýðãîäè÷íîñòè ñâîéñòâàõ, òî ÌÖ âñåãäà ïðåäïîëàãàåòñÿ îäíîðîäíîé.
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Óêàçàíèå: èñïîëüçóÿ ñëåäñòâèå 22 ýðãîäè÷åñêîé òåîðåìû, îöåíèòå ñâåðõó âåðîÿò-

íîñòü P(τ1 > k). Ïðè äîêàçàòåëüñòâå ýòîãî ñëåäñòâèÿ íå èñïîëüçîâàëàñü ýðãîäè÷-

íîñòü ÌÏÂ, íî òîëüêî ýðãîäè÷íîñòü öåïè, ïîýòîìó åãî ìîæíî ïðèìåíÿòü.

á) Äîêàæèòå, ÷òî ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû τ1 è τ2−τ1 íåçàâèñèìû, à åñëè íà÷àëüíîå
ðàñïðåäåëåíèå óäîâëåòâîðÿåò p

(0)
1 = 1 (òî åñòü, â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè ìû

ñèäèì â ñîñòîÿíèè 1), òî îíè îäèíàêîâî ðàñïðåäåëåíû. Âûâåäèòå îòñþäà, ÷òî,
â ÷àñòíîñòè, E(τ2)

r <∞ ∀r > 0.

â) Ðàññóæäàÿ àíàëîãè÷íî, äîêàæèòå, ÷òî τ1, τ2−τ1, τ3−τ2, . . . � ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòü íåçàâèñèìûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí. Ïîêàæèòå, ÷òî ýòè ñëó÷àéíûå âåëè÷è-
íû, êðîìå τ1, èìåþò îäèíàêîâîå ðàñïðåäåëåíèå, à â ñëó÷àå, êîãäà p

(0)
1 = 1, è τ1

èìååò òî æå ðàñïðåäåëåíèå. Ïîêàæèòå, ÷òî, â ÷àñòíîñòè, E(τn)r <∞ ∀r > 0.

ã) Äîêàæèòå, ÷òî τn/n→ E(τ2 − τ1) ïðè n→∞, ï.í.

ä) Äîêàæèòå, ÷òî E(τ2 − τ1) = (π1)
−1.

Óêàçàíèå: ïóñòü νn1 = #{0 ≤ i ≤ n − 1 : ξi = 1}. Ïðèìåíÿÿ óñèëåííûé ÇÁ× äëÿ

ìàðêîâñêèõ öåïåé, íàéäèòå ïðåäåë ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ντn1 /τn. À ÷åìó ðàâíî ντn1 ?

Çàäà÷è îò ëåêöèè 24.11.2020

1. Ðàññìîòðèì îäíîðîäíóþ ÌÖ ñ ïåðåõîäíûìè âåðîÿòíîñòÿìè (pij). Äîêàæèòå,
÷òî åñëè äëÿ ðàñïðåäåëåíèÿ π âûïîëíåíî ñîîòíîøåíèå

πipij = πjpji ∀i, j,

òî π � ñòàöèîíàðíîå ñîñòîÿíèå ýòîé ÌÖ. Âåðíî ëè îáðàòíîå óòâåðæäåíèå?

2. Ñ ïîìîùüþ àëãîðèòìà Ìåòðîïîëèñà-Õàñòèíãñà ïîñòðîéòå ýðãîäè÷åñêóþ ÌÖ ñ
òðåìÿ ñîñòîÿíèÿìè, òàêóþ ÷òî ðàñïðåäåëåíèå π = (7/15, 1/5, 1/3) ÿâëÿåòñÿ åå
(åäèíñòâåííûì) ñòàöèîíàðíûì ñîñòîÿíèåì.

3. Êîìïàíèÿ "Ðîãà è Êîïûòà" ïëîõî ïåðåæèëà êàðàíòèí è ñòàëà âûïëà÷èâàòü äè-
âèäåíäû ñâîèì àêöèîíåðàì íåðåãóëÿðíî. È åñëè â äàííîì ìåñÿöå îíà íå âûïëà-
òèëà äèâèäåíäû, òî â ñëåäóþùåì ìåñÿöå îíà èõ íå âûïëàòèò ñ âåðîÿòíîñòüþ
0.6. Íî åñëè äèâèäåíäû áûëè âûïëà÷åíû, òî â ñëåäóþùåì ìåñÿöå îíè áóäóò
âûïëà÷åíû ñ âåðîÿòíîñòüþ 0.9. Ïðè óñëîâèè, ÷òî êîìïàíèÿ íå îïðàâèòñÿ îò
êàðàíòèíà â òå÷åíèå äîñòàòî÷íî äëèòåëüíîãî âðåìåíè, êàêîé ïðîöåíò îò ìàê-
ñèìàëüíî âîçìîæíîãî ÷èñëà äèâèäåíäíûõ âûïëàò çà ýòîò ïåðèîä ñòîèò îæèäàòü
ïîëó÷èòü åå àêöèîíåðàì?
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Çàäà÷è îò ëåêöèè 15.12.2020

1. Äîêàæèòå âòîðîé ïóíêò òåîðåìû Ïåððîíà-Ôðîáåíèóñà (î åäèíñòâåííîñòè ïî-
ëîæèòåëüíûõ ëåâîãî è ïðàâîãî ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ): ïóñòü ìàòðèöà A =
(aij) > 0 â òîì ñìûñëå, ÷òî aij > 0 äëÿ âñåõ i, j. Òîãäà, åñëè âåêòîð-ñòîëáåö
v = (v1, . . . , vj)

t ïîëîæèòåëåí â òîì ñìûñëå, ÷òî vj > 0 ∀j, è Av = µv äëÿ íåêî-
òîðîãî µ ∈ R, òî µ = λ è v = const e, ãäå λ è e � ñîáñòâåííîå ÷èñëî è ïðàâûé
ñîáñòâåííûé âåêòîð èç ïåðâîãî ïóíêòà òåîðåìû Ï-Ô. Äîêàæèòå àíàëîãè÷íûé
ðåçóëüòàò äëÿ ëåâîãî ñîáñòâåííîãî âåêòîðà.

2. (Äîïîëíèòåëüíàÿ çàäà÷à). Ïóñòü Π � ñòîõàñòè÷åñêàÿ ìàòðèöà. Êàê îáñóæäà-
ëîñü íà ëåêöèè, îíà èìååò ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå ðàâíîå åäèíèöå. Äîêàæèòå, ÷òî
åå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ λ, îòëè÷íûå îò åäèíèöû, óäîâëåòâîðÿþò íåðàâåíñòâó
|λ| ≤ 1, à â ñëó÷àå, êîãäà Π > 0 (â ñìûñëå ïðåäûäóùåé çàäà÷è), � íåðàâåíñòâó
|λ| < 1.

3. (Äîïîëíèòåëüíàÿ çàäà÷à). Äîêàæèòå ýðãîäè÷åñêóþ òåîðåìó äëÿ ìàðêîâñêèõ
öåïåé ñ ïîëîæèòåëüíûìè ìàòðèöàìè ïåðåõîäíûõ âåðîÿòíîñòåé ìåòîäàìè ëè-
íåéíîé àëãåáðû, áåç ïðåäïîëîæåíèÿ î òîì, ÷òî ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ÌÏÂ
ðàçëè÷íû (êîòîðîå áûëî ñäåëàíî íà ëåêöèè, ïðè äîêàçàòåëüñòâå óòâåðæäåíèÿ
34).

Òî÷íåå, ïóñòü Π � ñòîõàñòè÷åñêàÿ ìàòðèöà, à Λ � åå æîðäàíîâà íîðìàëüíàÿ
ôîðìà.

à) Ïîêàæèòå, ÷òî åñëè ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå λ ìàòðèöû Π óäîâëåòâîðÿåò |λ| = 1,
òî ñîîòâåòñòâóþùèé åìó áëîê â Λ èìååò ðàçìåð 1 × 1 (òî åñòü, îí ñîñòîèò èç
åäèíñòâåííîãî ýëåìåíòà, ðàâíîãî λ).

á) Ïðåäïîëîæèì, ÷òî Π > 0 (â ñìûñëå çàäà÷è 1). Âû÷èñëèòå ïðåäåë Λn ïðè
n→∞. Ïîêàæèòå, ÷òî Πn òàêæå ñõîäèòñÿ. Âûâåäèòå ýðãîäè÷íîñòü ìàðêîâñêîé
öåïè ñ ìàòðèöåé ïåðåõîäíûõ âåðîÿòíîñòåé Π.
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