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Çàäà÷à 1. Äîêàçàòü ïîëíîòó ïðîñòðàíñòâà Ck[a, b], −∞ < a < b <∞, ñîñòîÿùåãî èç
k ðàç íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìûõ ôóíêöèé f : [a, b] 7→ R, ñíàáæåííîãî íîðìîé
‖f‖k :=

∑k
i=0maxx∈[a,b] |f (i)(x)|, ãäå f (i) îáîçíà÷àåò i-óþ ïðîèçâîäíóþ ôóíêöèè f .

Çàäà÷à 2. Äîêàçàòü, ÷òî íîðìà ‖ · ‖ íîðìèðîâàííîãî ïðîñòðàíñòâà íàä ïîëåì êîì-

ïëåêñíûõ ÷èñåë ïîðîæäåíà ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
äëÿ ëþáûõ äâóõ âåêòîðîâ x è y âûïîëíåíî ðàâåíñòâî ïàðàëëåëîãðàììà:

‖x+ y‖2 + ‖x− y‖2 = 2‖x‖2 + 2‖y‖2.

Çàäà÷à 3. Äîêàçàòü, ÷òî ñëåäóþùèå ïðîñòðàíñòâà íå ÿâëÿþòñÿ ãèëüáåðòîâûìè: a)
lp ïðè p ∈ [1, 2) ∪ (2,∞]; á) C[0, 1].
Íàïîìíèì, ÷òî ïðîñòðàíñòâî lp ñîñòîèò èç ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé {xk}∞k=1, xk ∈ R, ñ
íîðìîé ‖x‖p = (

∑∞
k=1 |xk|p)

1/p
ïðè p <∞ è ‖x‖∞ = supk |xk|.

Çäåñü è äàëåå ïðîñòðàíñòâî íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé C[a, b] ñíàáæåíî ñòàíäàðòíîé íîð-
ìîé ‖f‖ = maxx∈[a,b] |f(x)|.

Çàäà÷à 4. Äîêàçàòü íåðàâåíñòâî Êîøè-Áóíÿêîâñêîãî â âåêòîðíîì ïðîñòðàíñòâå V
íàä ïîëåì êîìïëåêñíûõ ÷èñåë ñî ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì (·, ·): |(x, y)| ≤ ‖x‖‖y‖ äëÿ
ëþáûõ x, y ∈ V , ïðè÷åì ðàâåíñòâî äîñòèãàåòñÿ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà âåêòîðû
x è y êîëëèíåàðíû.

Çàäà÷à 5. Â ïðîñòðàíñòâå L2(−1, 1) íàéòè ðàññòîÿíèå îò ôóíêöèè x(t) = t+cos t äî

ïîäïðîñòðàíñòâà M = {x ∈ L2(−1, 1) :
∫ 0

−1 x(t)dt =
∫ 1

0
x(t)dt}.

Çàäà÷à 6. à) Â ïðîñòðàíñòâå l2 íàéòè ðàññòîÿíèå îò âåêòîðà e1 = (1, 0, 0, ...) äî
ïîäïðîñòðàíñòâà Hn = {x ∈ l2 :

∑n
k=1 xk = 0, xn+1 = xn+2 = ... = 0}.

á) Äîêàæèòå, ÷òî ïðîñòðàíñòâî H = {x ∈ l2 :
∑∞

k=1 xk = 0} ïëîòíî â l2.

Çàäà÷à 7. ÏóñòüM � çàìêíóòîå âûïóêëîå ïîäìíîæåñòâî ãèëüáåðòîâà ïðîñòðàíñòâà
H. Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíûé âåêòîð v ∈ H \M è âåêòîð vM ∈ M , òàêîé ÷òî ‖v −
vM‖ = dist (v,M). Äîêàæèòå, ÷òî (v − vM , w − vM) ≤ 0 äëÿ ëþáîãî w ∈ M . Äàéòå
ãåîìåòðè÷åñêóþ èíòåðïðåòàöèþ ýòîìó ôàêòó.

Çàäà÷à 8. Ïðèìåíèòå ïðîöåññ îðòîãîíàëèçàöèè ê ïîñëåäîâàòåëüíîñòè îäíî÷ëåíîâ
1, z, z2, ..., ãäå z = x+ iy ∈ C, îòíîñèòåëüíî ñëåäóþùèõ ñêàëÿðíûõ ïðîèçâåäåíèé:

à) (P,Q) =

∫∫
|z|≤1

P (z)Q(z)dxdy, á) (P,Q) =

∫∫
C
P (z)Q(z)e−|z|

2

dxdy

Çàäà÷à 9. (*) Ðàññìîòðèì ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî V , ñîñòîÿùåå èç êîíå÷íûõ ëèíåé-
íûõ êîìáèíàöèé (íàä ïîëåì êîìïëåêñíûõ ÷èñåë) îäíî÷ëåíîâ èç ïðåäûäóùåé çàäà÷è
(äðóãèìè ñëîâàìè, èõ ëèíåéíóþ îáîëî÷êó). Äîêàæèòå, ÷òî ïîïîëíåíèÿ V îòíîñè-
òåëüíî íîðì, ïîðîæäåííûõ ñêàëÿðíûìè ïðîèçâåäåíèÿìè èç ïðåäûäóùåé çàäà÷è, ñî-
ñòîèò èç àíàëèòè÷åñêèõ ôóíêöèé f â êðóãå èëè íà êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè, òàêèõ ÷òî∫∫
|z|≤1 |f(z)|

2dxdy < ∞ èëè
∫∫

z∈C |f(z)|
2e−|z|

2
dxdy < ∞ ñîîòâåòñòâåííî (ïîëó÷åííûå

ïðîñòðàíñòâà íàçûâàþòñÿ ïðîñòðàíñòâàìè Áåðãìàíà).
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Çàäà÷à 10. Äîêàæèòå, ÷òî ñèñòåìà Ðàäåìàõåðà rn(t) = sign sin(2nπt), n = 0, 1, 2, . . .,
îðòîíîðìèðîâàííà, íî íå ïîëíà â L2(0, 1).

Çàäà÷à 11. Äîêàæèòå, ÷òî ñèñòåìà Óîëøà, ñîñòîÿùàÿ èç âñåâîçìîæíûõ êîíå÷íûõ
ïðîèçâåäåíèé ôóíêöèé èç ñèñòåìû Ðàäåìàõåðà, ÿâëÿåòñÿ îðòîíîðìèðîâàííûì áàçè-
ñîì â L2(0, 1).

Çàäà÷à 12. Äîêàæèòå, ÷òî â ñèñòåìå ìíîãî÷ëåíîâ ×åáûøåâà I ðîäà

Tn(t) = cos(n arccos t), n = 0, 1, . . .

à) Tn(t) ÿâëÿåòñÿ ìíîãî÷ëåíîì ñòåïåíè n;
á) ôóíêöèÿ Tn(t) óäîâëåòâîðÿåò äèôôåðåíöèàëüíîìó óðàâíåíèþ

(1− t2)T ′′n (t)− tT ′n(t) + n2Tn(t) = 0;

â) âñå ôóíêöèè îðòîãîíàëüíû â ïðîñòðàíñòâå L2(−1, 1) ñ âåñîì (1− t2)−
1
2 ;

ã) îáðàçóþò â ýòîì ïðîñòðàíñòâå îðòîãîíàëüíûé áàçèñ.

Çàäà÷à 13. (*) Äîêàæèòå, ÷òî ñðåäè âñåõ ìíîãî÷ëåíîâ âèäà tn + an−1t
n−1 + . . .+ a0

íàèìåíüøóþ íîðìó â âåùåñòâåííîì ïðîñòðàíñòâå C[−1, 1] èìååò ìíîãî÷ëåí ×åáûøå-
âà I ðîäà Tn(t) = 21−n cos(n arccos t).
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