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Ëåêöèÿ 5. Ïëîñêèå àëãåáðàè÷åñêèå êðèâûå: òî÷êè ïåðåãèáà

Îáùàÿ ïðÿìàÿ, ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç ãëàäêóþ òî÷êó ïëîñêîé êðèâîé, ïåðåñåêàåò ýòó êðèâóþ
â ýòîé òî÷êå ñ êðàòíîñòüþ 1. ×åðåç êàæäóþ ãëàäêóþ òî÷êó ïðîõîäèò åäèíñòâåííàÿ
ïðÿìàÿ, ïåðåñåêàþùàÿ êðèâóþ ñ êðàòíîñòüþ, áîëüøåé 1 � êàñàòåëüíàÿ ê êðèâîé â òî÷êå.
Åñëè ñòåïåíü êðèâîé áîëüøå 1, òî äëÿ âñåõ åå ãëàäêèõ òî÷åê êðîìå êîíå÷íîãî ÷èñëà
êðàòíîñòü ïåðåñå÷åíèÿ êðèâîé ñ êàñàòåëüíîé â òî÷êå êàñàíèÿ ðàâíà 2.

Ãëàäêàÿ òî÷êà ïëîñêîé àëãåáðàè÷åñêîé êðèâîé íàçûâàåòñÿ òî÷êîé ïåðåãèáà, åñëè
êðàòíîñòü ïåðåñå÷åíèÿ êàñàòåëüíîé ê êðèâîé â ýòîé òî÷êå ñ êðèâîé áîëüøå 2.
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Ëåêöèÿ 5. Ïëîñêèå àëãåáðàè÷åñêèå êðèâûå: Òî÷êè ïåðåãèáà

Òî÷êè ïåðåãèáà ïëîñêîé êðèâîé F (x , y , z) = 0 âûäåëÿþòñÿ óñëîâèåì îáðàùåíèÿ â íóëü
ãåññèàíà ìíîãî÷ëåíà F . Ãåññèàíîì H(F ) ìíîãî÷ëåíà F îò òðåõ ïåðåìåííûõ íàçûâàåòñÿ
îïðåäåëèòåëü åãî ìàòðèöû Ãåññå
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Íåòðóäíî ïðîâåðèòü, ÷òî â òî÷êå ïåðåãèáà êðèâîé F = 0 ãåññèàí H(F ) ìíîãî÷ëåíà F
äåéñòâèòåëüíî îáðàùàåòñÿ â 0, è ÷òî ýòî ñâîéñòâî ñîõðàíÿåòñÿ ïðè ïðîåêòèâíîé çàìåíå
êîîðäèíàò.
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Ëåêöèÿ 5. Ïëîñêèå àëãåáðàè÷åñêèå êðèâûå: òî÷êè ïåðåãèáà íà êóáèêå

Åñëè ñòåïåíü ìíîãî÷ëåíà F ðàâíà d , òî ñòåïåíü åãî ãåññèàíà ðàâíà 3(d − 2). Ïîýòîìó â
îáùåì ïîëîæåíèè ó êðèâîé F = 0 ñòåïåíè d èìååòñÿ 3d(d − 2) òî÷åê ïåðåãèáà. Â
÷àñòíîñòè, ó êâàäðèê òî÷åê ïåðåãèáà íåò, à ó îáùåé ãëàäêîé êóáèêè 3 · 3 · 1 = 9 òî÷åê
ïåðåãèáà.

Íàéäåì òî÷êè ïåðåãèáà äëÿ êóáèêè Ôåðìà x3 + y3 + z3 = 0. Ãåññèàí ýòîé êðèâîé ðàâåí, ñ
òî÷íîñòüþ äî ïîñòîÿííîãî ìíîæèòåëÿ,∣∣∣∣∣∣

x 0 0
0 y 0
0 0 z

∣∣∣∣∣∣ = xyz .

Ãåññèàí îáðàùàåòñÿ â 0, åñëè è òîëüêî åñëè îäíà èç êîîðäèíàò îáðàùàåòñÿ â 0. Íà êóáèêå
Ôåðìà åñòü òðè òî÷êè ñ êîîðäèíàòîé z = 0, è òî æå ñàìîå ñïðàâåäëèâî ïðè y = 0 è
x = 0. Äâå äðóãèå êîîðäèíàòû òîãäà èìåþò âèä (1 : εi3), i = 0, 1, 2, ãäå ε3 � ïðèìèòèâíûé
êîðåíü ñòåïåíè 3 èç −1. Òåì ñàìûì, êàæäàÿ èç ïðÿìûõ x = 0, y = 0, z = 0 ñîäåðæèò òðè
èç äåâÿòè òî÷åê ïåðåãèáà.
Óïðàæíåíèå. Äîêàæèòå, ÷òî êàæäàÿ ïðÿìàÿ íà ïëîñêîñòè, ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç äâå òî÷êè
ïåðåãèáà êóáèêè Ôåðìà, ïðîõîäèò åùå ÷åðåç îäíó åå òî÷êó ïåðåãèáà. Ñêîëüêî âñåãî åñòü
ïðÿìûõ, ïðîõîäÿùèõ ÷åðåç òðè òî÷êè ïåðåãèáà êóáèêè Ôåðìà?
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Ëåêöèÿ 5. Ïëîñêèå àëãåáðàè÷åñêèå êðèâûå: òî÷êè ïåðåãèáà íà êóáèêå

Åñëè ñòåïåíü ìíîãî÷ëåíà F ðàâíà d , òî ñòåïåíü åãî ãåññèàíà ðàâíà 3(d − 2). Ïîýòîìó â
îáùåì ïîëîæåíèè ó êðèâîé F = 0 ñòåïåíè d èìååòñÿ 3d(d − 2) òî÷åê ïåðåãèáà. Â
÷àñòíîñòè, ó êâàäðèê òî÷åê ïåðåãèáà íåò, à ó îáùåé ãëàäêîé êóáèêè 3 · 3 · 1 = 9 òî÷åê
ïåðåãèáà.
Íàéäåì òî÷êè ïåðåãèáà äëÿ êóáèêè Ôåðìà x3 + y3 + z3 = 0. Ãåññèàí ýòîé êðèâîé ðàâåí, ñ
òî÷íîñòüþ äî ïîñòîÿííîãî ìíîæèòåëÿ,∣∣∣∣∣∣

x 0 0
0 y 0
0 0 z

∣∣∣∣∣∣ = xyz .

Ãåññèàí îáðàùàåòñÿ â 0, åñëè è òîëüêî åñëè îäíà èç êîîðäèíàò îáðàùàåòñÿ â 0. Íà êóáèêå
Ôåðìà åñòü òðè òî÷êè ñ êîîðäèíàòîé z = 0, è òî æå ñàìîå ñïðàâåäëèâî ïðè y = 0 è
x = 0. Äâå äðóãèå êîîðäèíàòû òîãäà èìåþò âèä (1 : εi3), i = 0, 1, 2, ãäå ε3 � ïðèìèòèâíûé
êîðåíü ñòåïåíè 3 èç −1. Òåì ñàìûì, êàæäàÿ èç ïðÿìûõ x = 0, y = 0, z = 0 ñîäåðæèò òðè
èç äåâÿòè òî÷åê ïåðåãèáà.
Óïðàæíåíèå. Äîêàæèòå, ÷òî êàæäàÿ ïðÿìàÿ íà ïëîñêîñòè, ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç äâå òî÷êè
ïåðåãèáà êóáèêè Ôåðìà, ïðîõîäèò åùå ÷åðåç îäíó åå òî÷êó ïåðåãèáà. Ñêîëüêî âñåãî åñòü
ïðÿìûõ, ïðîõîäÿùèõ ÷åðåç òðè òî÷êè ïåðåãèáà êóáèêè Ôåðìà?
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Ëåêöèÿ 5. Çàäàíèå êîìïëåêñíîé ñòðóêòóðû: îïóñêàíèå êîìïëåêñíîé

ñòðóêòóðû

Åñòü ñïîñîáû íàäåëåíèÿ äâóìåðíîé ïîâåðõíîñòè ñòðóêòóðîé êîìïëåêñíîé êðèâîé,
îòëè÷íûå îò ðàññìîòðåíèÿ àëãåáðàè÷åñêèõ êðèâûõ â ïðîåêòèâíûõ ïðîñòðàíñòâàõ. Îäèí
èç ýòèõ ñïîñîáîâ � îïóñêàíèå êîìïëåêñíîé ñòðóêòóðû.
Ïóñòü X � êîìïëåêñíàÿ êðèâàÿ, ãðóïïà G äåéñòâóåò íà X ãîëîìîðôíûìè
ïðåîáðàçîâàíèÿìè äèñêðåòíî è áåç íåïîäâèæíûõ òî÷åê. Òîãäà íà ôàêòîðêðèâîé
Y = X/G èìååòñÿ åñòåñòâåííî çàäàííàÿ êîìïëåêñíàÿ ñòðóêòóðà.

Âàæíûé ïðèìåð � äåéñòâèå ãðóïïû Z2 íà êîìïëåêñíîé ïðÿìîé C ñäâèãàìè íà ýëåìåíòû
ðåøåòêè. Âñÿêèé ñäâèã êîìïëåêñíîé ïðÿìîé ÿâëÿåòñÿ åå ãîëîìîðôíûì îòîáðàæåíèåì è
íå èìååò íåïîäâèæíûõ òî÷åê (åñëè îí íå òîæäåñòâåííûé). Ôàêòîð êîìïëåêñíîé ïðÿìîé
ïî äåéñòâèþ ãðóïïû Z2 ÿâëÿåòñÿ òîðîì (êîìïàêòíîé îðèåíòèðóåìîé ïîâåðõíîñòüþ
ðîäà 1). Íà âñÿêîì òîðå çàäàíà ñòðóêòóðà êîìïëåêñíîé êðèâîé. Çàìåíà êîìïëåêñíîé
êîîðäèíàòû z 7→ az óñòàíàâëèâàåò áèãîëîìîðôíîå ñîîòâåòñòâèå ìåæäó ðàçíûìè òîðàìè.
Ñ ïîìîùüþ òàêîé çàìåíû îäíó èç îáðàçóþùèõ ðåøåòêè Z2 ìîæíî ïåðåâåñòè â 1.
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Ëåêöèÿ 5. Çàäàíèå êîìïëåêñíîé ñòðóêòóðû: îïóñêàíèå êîìïëåêñíîé

ñòðóêòóðû

Åñòü ñïîñîáû íàäåëåíèÿ äâóìåðíîé ïîâåðõíîñòè ñòðóêòóðîé êîìïëåêñíîé êðèâîé,
îòëè÷íûå îò ðàññìîòðåíèÿ àëãåáðàè÷åñêèõ êðèâûõ â ïðîåêòèâíûõ ïðîñòðàíñòâàõ. Îäèí
èç ýòèõ ñïîñîáîâ � îïóñêàíèå êîìïëåêñíîé ñòðóêòóðû.
Ïóñòü X � êîìïëåêñíàÿ êðèâàÿ, ãðóïïà G äåéñòâóåò íà X ãîëîìîðôíûìè
ïðåîáðàçîâàíèÿìè äèñêðåòíî è áåç íåïîäâèæíûõ òî÷åê. Òîãäà íà ôàêòîðêðèâîé
Y = X/G èìååòñÿ åñòåñòâåííî çàäàííàÿ êîìïëåêñíàÿ ñòðóêòóðà.
Âàæíûé ïðèìåð � äåéñòâèå ãðóïïû Z2 íà êîìïëåêñíîé ïðÿìîé C ñäâèãàìè íà ýëåìåíòû
ðåøåòêè. Âñÿêèé ñäâèã êîìïëåêñíîé ïðÿìîé ÿâëÿåòñÿ åå ãîëîìîðôíûì îòîáðàæåíèåì è
íå èìååò íåïîäâèæíûõ òî÷åê (åñëè îí íå òîæäåñòâåííûé). Ôàêòîð êîìïëåêñíîé ïðÿìîé
ïî äåéñòâèþ ãðóïïû Z2 ÿâëÿåòñÿ òîðîì (êîìïàêòíîé îðèåíòèðóåìîé ïîâåðõíîñòüþ
ðîäà 1). Íà âñÿêîì òîðå çàäàíà ñòðóêòóðà êîìïëåêñíîé êðèâîé. Çàìåíà êîìïëåêñíîé
êîîðäèíàòû z 7→ az óñòàíàâëèâàåò áèãîëîìîðôíîå ñîîòâåòñòâèå ìåæäó ðàçíûìè òîðàìè.
Ñ ïîìîùüþ òàêîé çàìåíû îäíó èç îáðàçóþùèõ ðåøåòêè Z2 ìîæíî ïåðåâåñòè â 1.
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Ëåêöèÿ 5. Çàäàíèå êîìïëåêñíîé ñòðóêòóðû: îïóñêàíèå êîìïëåêñíîé

ñòðóêòóðû

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, âñÿêèé äâóìåðíûé òîð ñ êîìïëåêñíîé ñòðóêòóðîé íàêðûâàåòñÿ
êîìïëåêñêíîé ïðÿìîé. Òåì ñàìûì,

Lemma

Âñÿêàÿ êîìïëåêñíàÿ êðèâàÿ ðîäà 1 áèãîëîìîðôíà ôàêòîðó êîìïëåêñíîé ïðÿìîé ïî

ðåøåòêå, íàòÿíóòîé íà âåêòîðà 1 è τ , ãäå τ � íåêîòîðîå êîìïëåêñíîå ÷èñëî ñ

ïîëîæèòåëüíîé ìíèìîé ÷àñòüþ.

Âûáðàâ â òîðå C/Z2 îáðàç ðåøåòêè â êà÷åñòâå íóëÿ, ìû ââîäèì íà íåì ñòðóêòóðó
àáåëåâîé ãðóïïû. Êàê ìû óâèäèì âïîñëåäñòâèè, âñÿêèé êîìïëåêñíûé òîð ðåàëèçóåòñÿ
ãëàäêîé ïëîñêîé êóáèêîé. Ïðè ýòîì åñëè â êà÷åñòâå íóëÿ âûáðàòü îäíó èç òî÷åê ïåðåãèáà,
òî 9 òî÷åê ïåðåãèáà êóáèêè îáðàçóþò ïîäãðóïïó ýëåìåíòîâ 3-ãî ïîðÿäêà â òîðå.
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Ëåêöèÿ 5. Çàäàíèå êîìïëåêñíîé ñòðóêòóðû: ïîäíÿòèå êîìïëåêñíîé

ñòðóêòóðû

Êîìïëåêñíóþ ñòðóêòóðó íà êðèâîé ìîæíî íå òîëüêî îïóñêàòü, íî è ïîäíèìàòü.
Ïóñòü f : X → Y � íàêðûòèå äâóìåðíûõ ïîâåðõíîñòåé, ïðè÷åì íà ïîâåðõíîñòè Y åñòü
êîìïëåêñíàÿ ñòðóêòóðà. Òîãäà êîìïëåêñíàÿ ñòðóêòóðà âîçíèêàåò íà ïîâåðõíîñòè X : â
êà÷åñòâå îêðåñòíîñòè òî÷êè A ∈ X âîçüìåì êîìïîíåíòó ñâÿçíîñòè ïðîîáðàçà
îòíîñèòåëüíî f îêðåñòíîñòè V òî÷êè f (A) ∈ Y , ñîäåðæàùóþ òî÷êó A; ëîêàëüíîé
êîìïëåêñíîé êîîðäèíàòîé â îêðåñòíîñòè òî÷êè A áóäåò êîìïîçèöèÿ ψ ◦ f , ãäå ψ : V → D
� ëîêàëüíàÿ êîìïëåêñíàÿ êîîðäèíàòà â îêðåñòíîñòè V òî÷êè f (A).
Î÷åâèäíî, ÷òî îòíîñèòåëüíî âûáðàííîé êîìïëåêñíîé ñòðóêòóðû íà ïîâåðõíîñòè X
îòîáðàæåíèå f ñòàíîâèòñÿ ãîëîìîðôíûì îòîáðàæåíèåì êîìïëåêñíûõ êðèâûõ.
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Ëåêöèÿ 5. Çàäàíèå êîìïëåêñíîé ñòðóêòóðû: ïîäíÿòèå êîìïëåêñíîé

ñòðóêòóðû

Çàìå÷àòåëüíî, ÷òî ýòó êîíñòðóêöèþ ìîæíî ðàñïðîñòðàíèòü íà ðàçâåòâëåííûå íàêðûòèÿ.
Ïóñòü f : X → Y � ðàçâåòâëåííîå íàêðûòèå äâóìåðíûõ ïîâåðõíîñòåé, ïðè÷åì íà
ïîâåðõíîñòè Y åñòü êîìïëåêñíàÿ ñòðóêòóðà. Âûêîëîâ èç ïîâåðõíîñòè Y âñå òî÷êè
âåòâëåíèÿ, à èç ïîâåðõíîñòè X � âñå èõ ïðîîáðàçû ïðè f , ìû ïîëó÷àåì íàêðûòèå
ïðîêîëîòûõ ïîâåðõíîñòåé, à çíà÷èò, êîìïëåêñíóþ ñòðóêòóðó íà ïðîêîëîòîé
ïîâåðõíîñòè X , ïîäíÿòóþ ñ êîìïëåêñíîé ñòðóêòóðû íà ïðîêîëîòîé ïîâåðõíîñòè Y .
Ýòó ïîäíÿòóþ êîìïëåêñíóþ ñòðóêòóðó ìîæíî ïðîäîëæèòü â òî÷êè ïðîêîëà
ïîâåðõíîñòè X . Äëÿ ýòîãî âûáåðåì â îêðåñòíîñòè òî÷êè ïðîêîëà, ÿâëÿþùåéñÿ
êðèòè÷åñêîé òî÷êîé êðàòíîñòè k îòîáðàæåíèÿ f , ëîêàëüíóþ êîîðäèíàòó z , â êîòîðîé
êîìïîçèöèÿ ψ ◦ f çàïèñûâàåòñÿ â âèäå z 7→ zk .
Êàê è â ñëó÷àå íåðàçâåòâëåííûõ íàêðûòèé, îòíîñèòåëüíî âûáðàííîé êîìïëåêñíîé
ñòðóêòóðû íà ïîâåðõíîñòè X îòîáðàæåíèå f ñòàíîâèòñÿ ãîëîìîðôíûì îòîáðàæåíèåì
êîìïëåêñíûõ êðèâûõ.
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Ëåêöèÿ 5. Çàäàíèå êîìïëåêñíîé ñòðóêòóðû: ïîäíÿòèå êîìïëåêñíîé

ñòðóêòóðû

Ïóñòü òåïåðü Y = CP1 � ïðîåêòèâíàÿ ïðÿìàÿ, {t1, . . . , tm} ⊂ CP1 � íàáîð ïîïàðíî
ðàçëè÷íûõ òî÷åê íà ïðîåêòèâíîé ïðÿìîé, t0 ∈ CP1 � òî÷êà, îòëè÷íàÿ îò óæå âûáðàííûõ.
Âñÿêèé ãîìîìîðôèçì ôóíäàìåíòàëüíîé ãðóïïû π1(CP1 \ {t1, . . . , tm}, t0)→ Sd
ïðîêîëîòîé ñôåðû ñ áàçèñíîé òî÷êîé t0 â ñèììåòðè÷åñêóþ ãðóïïó Sd îäíîçíà÷íî
îïðåäåëÿåò ðàçâåòâëåííîå íàêðûòèå X → Y , âñå òî÷êè âåòâëåíèÿ êîòîðîãî � ýòî òî÷êè
t1, . . . , tm, à ãðóïïà íàêðûòèÿ ïðîêîëîòûõ ïîâåðõíîñòåé � ýòî óêàçàííàÿ
ôóíäàìåíòàëüíàÿ ãðóïïà.
Òåì ñàìûì, âûáîð à) íàáîðà òî÷åê ïðîêîëà íà ïðîåêòèâíîé ïðÿìîé; á) áàçèñíîé òî÷êè â
äîïîëíåíèè ê òî÷êàì ïðîêîëà; â) ãîìîìîðôèçìà èç ôóíäàìåíòàëüíîé ãðóïïû
ïðîêîëîòîé ñôåðû ñ âûáðàííîé áàçèñíîé òî÷êîé â ñèììåòðè÷åñêóþ ãðóïïó Sd
îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåò ãîëîìîðôíîå îòîáðàæåíèå f : X → CP1 ñòåïåíè d íåêîòîðîé
êîìïàêòíîé êîìïëåêñíîé êðèâîé X â CP1.
Âîïðîñ. Âåðíî ëè, ÷òî ýòî ñîîòâåòñòâèå âçàèìíî-îäíîçíà÷íî?
Ïðè äàííîì ÷èñëå m òî÷åê âåòâëåíèÿ è äàííîé ñòåïåíè d ãîëîìîðôíîãî îòîáðàæåíèÿ
ìíîæåñòâî ãîìîìîðôèçìîâ ôóíäàìåíòàëüíîé ãðóïïû ïðîêîëîòîé â m òî÷êàõ ñôåðû â Sd
êîíå÷íî.
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Ëåêöèÿ 5. Çàäàíèå êîìïëåêñíîé ñòðóêòóðû: ìåðîìîðôíûå ôóíêöèè

Ãîëîìîðôíîå îòîáðàæåíèå f : C → CP1 êîìïëåêñíîé êðèâîé C â ïðîåêòèâíóþ ïðÿìóþ
íàçûâàåòñÿ ìåðîìîðôíîé ôóíêöèåé íà C . Ïðîîáðàçû áåñêîíå÷íîñòè íàçûâàþòñÿ
ïîëþñàìè ìåðîìîðôíîé ôóíêöèè. Ïðèìåðîì ìåðîìîðôíîé ôóíêöèè ìîæåò ñëóæèòü
ìíîãî÷ëåí P : CP1 → CP1 ñòåïåíè n, P : z 7→ p0z

n + p1z
n−1 + · · ·+ pn, p0 6= 0.

Ãîëîìîðôíîñòü ýòîãî îòîáðàæåíèÿ î÷åâèäíà âî âñåõ êîíå÷íûõ òî÷êàõ. Äëÿ ïðîâåðêè åãî
ãîëîìîðôíîñòè â áåñêîíå÷íîñòè âûáåðåì ëîêàëüíóþ êîîðäèíàòó y = 1/z â îêðåñòíîñòè
áåñêîíå÷íîñòè. Â ýòîé êîîðäèíàòå

P(1/y) =
1

yn
(p0 + p1y + . . . pny

n).

Â ëîêàëüíîé êîîðäèíàòå s â îêðåñòíîñòè áåñêîíå÷íîñòè â îáðàçå îòîáðàæåíèå P
ïðèîáðåòàåò âèä

s =
1

P(1/y)
= yn 1

p0 + p1y + . . . pnyn
=

1

p0
yn − p1

p20
yn+1 + . . . .

Ýòî ãîëîìîðôíîå îòîáðàæåíèå. Êðîìå òîãî, ìû âèäèì, ÷òî áåñêîíå÷íîñòü â ïðîîáðàçå
ÿâëÿåòñÿ ïðîîáðàçîì êðàòíîñòè n áåñêîíå÷íîñòè â îáðàçå.
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Ëåêöèÿ 5. Ìåðîìîðôíûå ôóíêöèè

Theorem

Ìåðîìîðôíûå ôóíêöèè íà äàííîé êðèâîé C îáðàçóþò ïîëå îòíîñèòåëüíî åñòåñòâåííûõ

îïåðàöèé ñëîæåíèÿ, óìíîæåíèÿ íà ÷èñëî è óìíîæåíèÿ.

Theorem

Âñÿêàÿ ìåðîìîðôíàÿ ôóíêöèÿ íà ïðîåêòèâíîé ïðÿìîé ðàöèîíàëüíà, ò.å. ÿâëÿåòñÿ

îòíîøåíèåì äâóõ ìíîãî÷ëåíîâ.

Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü z1, . . . , zm � âñå íóëè è ïîëþñà ìåðîìîðôíîé ôóíêöèè f íà
êîìïëåêñíîé ïðîåêòèâíîé ïðÿìîé, e1, . . . , em � èõ ïîðÿäêè (ïîðÿäêè íóëåé
ïîëîæèòåëüíû, ïîëþñîâ � îòðèöàòåëüíû). Òîãäà f

(z−z1)e1 (z−z2)e2 ...(z−zm)em
� ìåðîìîðôíàÿ

ôóíêöèÿ íà ïðîåêòèâíîé ïðÿìîé, íå èìåþùàÿ íè íóëåé, íè ïîëþñîâ, à çíà÷èò, êîíñòàíòà.
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Ëåêöèÿ 5. Ìåðîìîðôíûå ôóíêöèè

Theorem

Åñëè ìåðîìîðôíàÿ ôóíêöèÿ f : C → CP1 èìååò åäèíñòâåííûé ïîëþñ, ïðè÷åì åãî

ïîðÿäîê ðàâåí 1, òî C � êîìïëåêñíàÿ ïðîåêòèâíàÿ ïðÿìàÿ.

Äåéñòâèòåëüíî, f çàäàåò ðàçâåòâëåííîå íàêðûòèå ïðîåêòèâíîé äâóìåðíîé ñôåðû
ñòåïåíè 1, à çíà÷èò, ÿâëÿåòñÿ ãîìåîìîðôèçìîì.
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Ñåìèíàð 5. Çàäà÷è

Äîêàæèòå, ÷òî ëþáàÿ ïðÿìàÿ, ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç äâå òî÷êè ïåðåãèáà ãëàäêîé
ïëîñêîé êóáèêè ñîäåðæèò åùå îäíó åå òî÷êó ïåðåãèáà.

Äîêàæèòå, ÷òî âñå êóáèêè èç ïó÷êà aF + bH(F ) èìåþò îäèí è òîò æå íàáîð òî÷åê
ïåðåãèáà.

Îòíîøåíèå Rk(x , y , z)/Sk(x , y , z) äâóõ îäíîðîäíûõ ìíîãî÷ëåíîâ îäíîé è òîé æå
ñòåïåíè k çàäàåò ôóíêöèþ íà ïðîåêòèâíîé ïëîñêîñòè. Äîêàæèòå, ÷òî îãðàíè÷åíèå
ýòîé ôóíêöèè íà ãëàäêóþ ïëîñêóþ àëãåáðàè÷åñêóþ êðèâóþ, íà êîòîðîé Rk è Sk íå
îáðàùàþòñÿ òîæäåñòâåííî â 0, çàäàåò íà ýòîé êðèâîé ìåðîìîðôíóþ ôóíêöèþ. ×åìó
ðàâíà ñòåïåíü ýòîé ôóíêöèè íà êðèâîé ñòåïåíè d , åñëè ìíîãî÷ëåíû Rk è Sk íå
èìåþò îáùèõ ìíîæèòåëåé?
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Ñåìèíàð 5. Çàäà÷è

Ðàçâåòâëåííîå íàêðûòèå ñòåïåíè 2 íàä ïðîåêòèâíîé ïðÿìîé îäíîçíà÷íî
îïðåäåëÿåòñÿ íàáîðîì ñâîèõ òî÷åê âåòâëåíèÿ. ×åìó ðàâåí ðîä íàêðûâàþùåé êðèâîé,
åñëè êîëè÷åñòâî òî÷åê âåòâëåíèÿ ðàâíî n?

Åñëè ðîä íàêðûâàþùåé êðèâîé áîëüøå 1, òî íàêðûòèå ñòåïåíè 2 íàçûâàåòñÿ
ãèïåðýëëèïòè÷åñêèì, à íàêðûâàþùàÿ êðèâàÿ � ãèïåðýëëèïòè÷åñêîé êðèâîé.
Îòîáðàæåíèå ãèïåðýëëèïòè÷åñêîé êðèâîé â ñåáÿ, ìåíÿþùåå ìåñòàìè ëèñòû
íàêðûòèÿ, íàçûâàåòñÿ ãèïåðýëëèïòè÷åñêîé èíâîëþöèåé.

×åìó ðàâíà ðàçìåðíîñòü ïðîñòðàíñòâà ãèïåðýëëèïòè÷åñêèõ êðèâûõ ðîäà g ≥ 2?
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Ñåìèíàð 5. Çàäà÷è

Ðàçâåòâëåííîå íàêðûòèå ñòåïåíè 2 íàä ïðîåêòèâíîé ïðÿìîé îäíîçíà÷íî
îïðåäåëÿåòñÿ íàáîðîì ñâîèõ òî÷åê âåòâëåíèÿ. ×åìó ðàâåí ðîä íàêðûâàþùåé êðèâîé,
åñëè êîëè÷åñòâî òî÷åê âåòâëåíèÿ ðàâíî n?
Åñëè ðîä íàêðûâàþùåé êðèâîé áîëüøå 1, òî íàêðûòèå ñòåïåíè 2 íàçûâàåòñÿ
ãèïåðýëëèïòè÷åñêèì, à íàêðûâàþùàÿ êðèâàÿ � ãèïåðýëëèïòè÷åñêîé êðèâîé.
Îòîáðàæåíèå ãèïåðýëëèïòè÷åñêîé êðèâîé â ñåáÿ, ìåíÿþùåå ìåñòàìè ëèñòû
íàêðûòèÿ, íàçûâàåòñÿ ãèïåðýëëèïòè÷åñêîé èíâîëþöèåé.

×åìó ðàâíà ðàçìåðíîñòü ïðîñòðàíñòâà ãèïåðýëëèïòè÷åñêèõ êðèâûõ ðîäà g ≥ 2?
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Ñåìèíàð 5. Çàäà÷è

Äîêàæèòå, ÷òî âñÿêóþ ãèïåðýëëèïòè÷åñêóþ êðèâóþ ìîæíî çàäàòü óðàâíåíèåì
y2 = Pn(x), ãäå Pn � ìíîãî÷ëåí, êîðíÿìè êîòîðîãî ÿâëÿþòñÿ òî÷êè âåòâëåíèÿ
ãèïåðýëëèïòè÷åñêîé êðèâîé. Ïðè ýòîì ãèïåðýëëèïòè÷åñêîå íàêðûòèå çàäàåòñÿ
ïðîåêöèåé íà îñü x , à ãèïåðýëëèïòè÷åñêàÿ èíâîëþöèÿ � ïðåîáðàçîâàíèåì
(x , y) 7→ (x ,−y).
Äîêàæèòå, ÷òî âñÿêàÿ ìåðîìîðôíàÿ ôóíêöèÿ íà ãèïåðýëëèïòè÷åñêîé êðèâîé
y2 = P(x) èìååò âèä f = R(X ) + yS(X ), ãäå R è S � ðàöèîíàëüíûå ôóíêöèè îäíîé
ïåðåìåííîé.
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Ñåìèíàð 5. Çàäà÷è
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