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Çàäà÷à 1. Ïóñòü ÷èñëîâîé ðÿä
∑∞

n=1 |dn| ñõîäèòñÿ. Äîêàçàòü, ÷òî ôóíêöèîíàëüíûé
ðÿä

∑∞
n=1 dn sin(nx) ñõîäèòñÿ ðàâíîìåðíî ïðè x ∈ R è åãî ñóììà ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâ-

íîé ïåðèîäè÷åñêîé ôóíêöèåé. ×åìó ðàâíû êîýôôèöèåíòû Ôóðüå ýòîé ôóíêöèè ïî
ñèñòåìå {sin(nx)} íà (0, π)?

Çàäà÷à 2. Ïóñòü f ∈ L2(−π; π) è an, bn (n = 1, 2, . . . ) � êîýôôèöèåíòû Ôóðüå f ïî
ñòàíäàðòíîé òðèãîíîìåòðè÷åñêîé ñèñòåìå. Äîêàçàòü ðàâíîìåðíóþ ñõîäèìîñòü ðÿäîâ∑∞

n=1
an
n
sinnx è

∑∞
n=1

bn
n
cosnx ïðè x ∈ R.

Çàäà÷à 3. Ïóñòü ôóíêöèÿ f ∈ L1(0, π). Ðàññìîòðèì åå êîýôôèöèåíòû Ôóðüå {cn}
ïî òðèãîíîìåòðè÷åñêîé ñèñòåìå {sin(nx)} èëè {1, cos(nx)}.

a) Äîêàçàòü, ÷òî cn → 0 (n→∞). (Óêàçàíèå: èñïîëüçîâàòü ëåììó Ðèìàíà).
b) Îáÿçàòåëüíî ëè ñõîäèòñÿ ðÿä

∑∞
n=1 |cn| ?

c) Ïðè êàêîì óñëîâèè ñõîäèòñÿ ðÿä
∑∞

n=1 c
2
n ?

Çàäà÷à 4. Çíàÿ êîýôôèöèåíòû Ôóðüå a0, an, bn(n = 1, 2, . . . ) èíòåãðèðóåìîé ôóíê-
öèè f(x), èìåþùåé ïåðèîä 2π, âû÷èñëèòå êîýôôèöèåíòû Ôóðüå ã0, ãn, b̃n �óñðåäíåí-

íîé� ôóíêöèè fh(x) =
1
2h

∫ x+h
x−h f(t)dt.

Çàäà÷à 5. Ïîêàçàòü, ÷òî ôóíêöèÿ f(x) = ln |2 sin x
2
| ëåæèò â L2(−π, π). Ðàçëîæèòü

â åå â ðÿä Ôóðüå íà èíòåðâàëå (−π, π).

Çàäà÷à 6. Ïóñòü ôóíêöèè f, g ∈ L2((−π; π);C). Ðàññìîòðèì ñîîòâåòñòâóþùèå èì ðÿ-
äû Ôóðüå

∑
n∈Z cne

inx,
∑

n∈Z dne
inx, ãäå cn = 1

2π

∫ π
−π f(x)e

−inxdx, dn = 1
2π

∫ π
−π g(x)e

−inxdx, n ∈
Z. Äîêàæèòå, ÷òî fg ∈ L1((−π; π);C) è êîýôôèöèåíòû Ôóðüå ïðîèçâåäåíèÿ fg ìî-
ãóò áûòü ïîëó÷åíû ïðè ïåðåìíîæåíèè ôîðìàëüíûõ ðÿäîâ Ôóðüå ôóíêöèé f è g.
Îáîñíóéòå ïîëó÷åííûå ôîðìóëû.

Çàäà÷à 7. Ïóñòü âåùåñòâåííàÿ ôóíêöèÿ f íåïðåðûâíà íà îòðåçêå [0, π], óäîâëåòâî-
ðÿåò ñîîòíîøåíèþ

∫ π
0
f(x) dx = 0 è èìååò íà (0, π) ïðîèçâîäíóþ f ′, êîòîðàÿ ïðè-

íàäëåæèò L2(0, π). Äîêàçàòü íåðàâåíñòâî Ïóàíêàðå-Âèðòèíãåðà (ñð. ñ íåðàâåíñòâîì
Ñòåêëîâà ñ ñåìèíàðà): ∫ π

0

(f(x))2dx ≤
∫ π

0

(f ′(x))2dx,

â êîòîðîì ðàâåíñòâî äîñòèãàåòñÿ ëèøü ïðè f(x) = a cosx.

Çàäà÷à 8. Ïóñòü ôóíêöèÿ f ∈ C[0, π], f(0) = f(π) = 0, ïðè÷åì äëÿ åå êîýôôèöèåí-
òîâ Ôóðüå {cn} ïî ñèñòåìå {sin(nx)} âûïîëíåíî óñëîâèå cn = o(1/n). Äîêàçàòü, ÷òî
ðÿä Ôóðüå ñõîäèòñÿ ê f ðàâíîìåðíî íà [0, π]. (Óêàçàíèå: ïðèìåíèòü òåîðåìó Ôåéåðà.)

Çàäà÷à 9. Ïóñòü f ∈ L1(−π, π). Äîêàçàòü, ÷òî ñóììû Ôåéåðà σn(x) ôóíêöèè f
ñõîäÿòñÿ ê f ïî íîðìå ïðîñòðàíñòâà L1(−π, π). Ñëåäñòâèå: Âñÿêàÿ ôóíêöèÿ èç ïðî-
ñòðàíñòâà L1(−π, π) îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåòñÿ ñâîèìè êîýôôèöèåíòàìè Ôóðüå.

Çàäà÷à 10. a)(*) Äîêàçàòü, ÷òî ôóíêöèîíàëüíûé ðÿä
∑∞

n=1
sin(nx)√

n
, x ∈ [0, 2π], ñõî-

äèòñÿ, åãî ñóììà f(x) íåïðåðûâíà ïðè x ∈ (0, 2π), è f ∈ L1(0, 2π), íî f 6∈ L2(0, 2π).

b)(*) Äîêàçàòü, ÷òî ôóíêöèîíàëüíûé ðÿä
∑∞

n=2
sin(nx)
lnn

ñõîäèòñÿ ïðè x ∈ (0, 2π) ê
íåêîòîðîé íåïðåðûâíîé ôóíêöèè f(x) íà ýòîì èíòåðâàëå, íî f 6∈ L1(0, 2π).
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