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Ëåêöèÿ 6. Êðèâûå â ïðîåêòèâíûõ ïðîñòðàíñòâàõ

Ìû îïðåäåëÿëè êðèâóþ â n-ìåðíîì ïðîåêòèâíîì ïðîñòðàíñòâå êàê ïîäìíîæåñòâî â ýòîì
ïðîñòðàíñòâå, êîòîðîå ìîæíî çàäàòü íàáîðîì èç n − 1 íåçàâèñèìûõ ïîëèíîìèàëüíûõ
óðàâíåíèé â îêðåñòíîñòè êàæäîé åå òî÷êè. Êàê ïîëó÷èòü òàêîå ïîäìíîæåñòâî?
Îäèí èç ñïîñîáîâ � îòîáðàçèòü êðèâóþ â ïðîñòðàíñòâî. Íàïðèìåð, îòîáðàæåíèå

(u : v) 7→ (u3 : u2v : uv2 : v3)

ïðîåêòèâíîé ïðÿìîé â ïðîåêòèâíîå ïðîñòðàíñòâî CP3 çàäàåò â íåì ñêðó÷åííóþ êóáèêó.
Ñêðó÷åííàÿ êóáèêà ÿâëÿåòñÿ àëãåáðàè÷åñêîé êðèâîé: â îêðåñòíîñòè êàæäîé ñâîåé òî÷êè
îíà çàäàåòñÿ äâóìÿ èç òðåõ óðàâíåíèé z0z3 = z1z2, z

2
1 = z0z2, z

2
2 = z1z3. Â òî æå âðåìÿ,

ëþáûå äâà èç ýòèõ óðàâíåíèé, ïîìèìî ñêðó÷åííîé êóáèêè, âûäåëÿþò åùå ïðÿìóþ.
Íàïðèìåð, ïåðâûå äâà óðàâíåíèÿ âûäåëÿþò ïðÿìóþ z0 = z1 = 0. Ýòà ïðÿìàÿ ïåðåñåêàåò
ñêðó÷åííóþ êóáèêó â òî÷êå (0 : 0 : 0 : 1).
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Ëåêöèÿ 6. Êðèâûå â ïðîåêòèâíûõ ïðîñòðàíñòâàõ: ñòåïåíü êðèâîé

Ñòåïåíü àëãåáðàè÷åñêîé êðèâîé â ïðîåêòèâíîì ïðîñòðàíñòâå íåëüçÿ îïðåäåëèòü êàê
ñòåïåíü çàäàþùåãî åå ìíîãî÷ëåíà, ïîñêîëüêó êðèâóþ íåëüçÿ çàäàòü îäíèì óðàâíåíèåì.
Îäíàêî âòîðîå îïðåäåëåíèå ñòåïåíè ðàáîòàåò.

De�nition

Ñòåïåíüþ êðèâîé â ïðîåêòèâíîì ïðîñòðàíñòâå íàçûâàåòñÿ êîëè÷åñòâî òî÷åê åå
ïåðåñå÷åíèÿ ñ îáùåé ãèïåðïëîñêîñòüþ.

Îáùàÿ ãèïåðïëîñêîñòü ïåðåñåêàåò êðèâóþ òðàíñâåðñàëüíî, è êðàòíîñòü âñåõ òî÷åê
ïåðåñå÷åíèÿ ðàâíà 1. Êàê è â ïëîñêîì ñëó÷àå, êîëè÷åñòâî òî÷åê ïåðåñå÷åíèÿ ñ îáùåé
ãèïåðïëîñêîñòüþ ìû ìîæåì çàìåíèòü êîëè÷åñòâîì òî÷åê ïåðåñå÷åíèÿ ñ ïðîèçâîëüíîé
ãèïåðïëîñêîñòüþ, åñëè áóäåì ó÷èòûâàòü èõ êðàòíîñòü.
Çàäà÷à. ×åìó ðàâíà ñòåïåíü ñêðó÷åííîé êóáèêè?
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Ëåêöèÿ 6. Êðèâûå â ïðîåêòèâíûõ ïðîñòðàíñòâàõ: ñòåïåíü êðèâîé

Ñòåïåíü àëãåáðàè÷åñêîé êðèâîé â ïðîåêòèâíîì ïðîñòðàíñòâå íåëüçÿ îïðåäåëèòü êàê
ñòåïåíü çàäàþùåãî åå ìíîãî÷ëåíà, ïîñêîëüêó êðèâóþ íåëüçÿ çàäàòü îäíèì óðàâíåíèåì.
Îäíàêî âòîðîå îïðåäåëåíèå ñòåïåíè ðàáîòàåò.

De�nition

Ñòåïåíüþ êðèâîé â ïðîåêòèâíîì ïðîñòðàíñòâå íàçûâàåòñÿ êîëè÷åñòâî òî÷åê åå
ïåðåñå÷åíèÿ ñ îáùåé ãèïåðïëîñêîñòüþ.

Îáùàÿ ãèïåðïëîñêîñòü ïåðåñåêàåò êðèâóþ òðàíñâåðñàëüíî, è êðàòíîñòü âñåõ òî÷åê
ïåðåñå÷åíèÿ ðàâíà 1. Êàê è â ïëîñêîì ñëó÷àå, êîëè÷åñòâî òî÷åê ïåðåñå÷åíèÿ ñ îáùåé
ãèïåðïëîñêîñòüþ ìû ìîæåì çàìåíèòü êîëè÷åñòâîì òî÷åê ïåðåñå÷åíèÿ ñ ïðîèçâîëüíîé
ãèïåðïëîñêîñòüþ, åñëè áóäåì ó÷èòûâàòü èõ êðàòíîñòü.
Çàäà÷à. ×åìó ðàâíà ñòåïåíü ñêðó÷åííîé êóáèêè?
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Ëåêöèÿ 6. Àëãåáðàè÷åñêèå ïîäìíîãîîáðàçèÿ â ïðîåêòèâíûõ

ïðîñòðàíñòâàõ

Ñòåïåíü ìîæíî îïðåäåëèòü íå òîëüêî ó êðèâîé, íî è ó ãëàäêîãî àëãåáðàè÷åñêîãî
ïîäìíîãîîáðàçèÿ ëþáîé ðàçìåðíîñòè â ïðîåêòèâíîì ïðîñòðàíñòâå.

De�nition

Ïîäìíîæåñòâî X ⊂ CPn íàçûâàåòñÿ ãëàäêèì àëãåáðàè÷åñêèì ïîäìíîãîîáðàçèåì

êîðàçìåðíîñòè k , åñëè äëÿ ëþáîé åãî òî÷êè x ∈ X ñóùåñòâóåò òàêîé íàáîð èç k
îäíîðîäíûõ ìíîãî÷ëåíîâ F1, . . . ,Fk , ÷òî X â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè òî÷êè x çàäàåòñÿ
íàáîðîì óðàâíåíèé F1 = · · · = Fk = 0 è äèôôåðåíöèàëû dF1, dF2, . . . , dFk ëèíåéíî
íåçàâèñèìû â òî÷êå x (à çíà÷èò, è â íåêîòîðîé åå îêðåñòíîñòè).

Ðàçìåðíîñòü ãëàäêîãî àëãåáðàè÷åñêîãî ïîäìíîãîîáðàçèÿ êîðàçìåðíîñòè k â CPn

ðàâíà n − k.
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Ëåêöèÿ 6. Àëãåáðàè÷åñêèå ïîäìíîãîîáðàçèÿ â ïðîåêòèâíûõ

ïðîñòðàíñòâàõ

Ñòåïåíü ìîæíî îïðåäåëèòü íå òîëüêî ó êðèâîé, íî è ó ãëàäêîãî àëãåáðàè÷åñêîãî
ïîäìíîãîîáðàçèÿ ëþáîé ðàçìåðíîñòè â ïðîåêòèâíîì ïðîñòðàíñòâå.

De�nition

Ïîäìíîæåñòâî X ⊂ CPn íàçûâàåòñÿ ãëàäêèì àëãåáðàè÷åñêèì ïîäìíîãîîáðàçèåì

êîðàçìåðíîñòè k , åñëè äëÿ ëþáîé åãî òî÷êè x ∈ X ñóùåñòâóåò òàêîé íàáîð èç k
îäíîðîäíûõ ìíîãî÷ëåíîâ F1, . . . ,Fk , ÷òî X â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè òî÷êè x çàäàåòñÿ
íàáîðîì óðàâíåíèé F1 = · · · = Fk = 0 è äèôôåðåíöèàëû dF1, dF2, . . . , dFk ëèíåéíî
íåçàâèñèìû â òî÷êå x (à çíà÷èò, è â íåêîòîðîé åå îêðåñòíîñòè).

Ðàçìåðíîñòü ãëàäêîãî àëãåáðàè÷åñêîãî ïîäìíîãîîáðàçèÿ êîðàçìåðíîñòè k â CPn

ðàâíà n − k .
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Ëåêöèÿ 6. Àëãåáðàè÷åñêèå ïîäìíîãîîáðàçèÿ â ïðîåêòèâíûõ

ïðîñòðàíñòâàõ: òåîðåìà Áåçó

Theorem (Òåîðåìà Áåçó)

Ïóñòü F ,G � îäíîðîäíûå ìíîãî÷ëåíû îò ÷åòûðåõ ïåðåìåííûõ è X � êðèâàÿ, çàäàííàÿ

óðàâíåíèÿìè F = G = 0, ïðè÷åì â êàæäîé åå òî÷êå äèôôåðåíöèàëû dF è dG ëèíåéíî

íåçàâèñèìû. Òîãäà ñòåïåíü êðèâîé X ðàâíà ïðîèçâåäåíèþ ñòåïåíåé ìíîãî÷ëåíîâ F è G .

Ðàçóìååòñÿ, àíàëîãè÷íàÿ òåîðåìà âåðíà äëÿ ãëàäêèõ àëãåáðàè÷åñêèõ ìíîãîîáðàçèé,
çàäàííûõ òðàíñâåðñàëüíûì ïåðåñå÷åíèåì ïðîèçâîëüíîãî íàáîðà ãèïåðïîâåðõíîñòåé â
êîìïëåêñíîì ïðîåêòèâíîì ïðîñòðàíñòâå ïðîèçâîëüíîé ðàçìåðíîñòè. Îíà íîñèò
(êî)ãîìîëîãè÷åñêèé õàðàêòåð. Êîëüöî êîãîìîëîãèé H∗(CPn,Z) ïîðîæäåíî êëàññîì h
ãèïåðïëîñêîñòè, ïðè÷åì hn+1 = 0. Ãèïåðïîâåðõíîñòü ñòåïåíè d ïðåäñòàâëÿåò êëàññ
êîãîìîëîãèé d · h, à àëãåáðàè÷åñêîå ïîäìíîãîîáðàçèå X êîðàçìåðíîñòè k ïðåäñòàâëÿåò
êëàññ êîãîìîëîãèé deg X · hk .
Òåîðåìà Áåçó îçíà÷àåò, â ÷àñòíîñòè, ÷òî ñêðó÷åííóþ êóáèêó íåëüçÿ ïðåäñòàâèòü â âèäå
òðàíñâåðñàëüíîãî ïåðåñå÷åíèÿ äâóõ ãèïåðïîâåðõíîñòåé â CP3. Åñëè áû ýòî ìîæíî áûëî
ñäåëàòü, òî ýòè ãèïåðïîâåðõíîñòè äîëæíû áûëè áû èìåòü ñòåïåíè 1 è 3, ò.å. êóáèêà
ëåæàëà áû íà ïëîñêîñòè, à ýòî íå òàê (îíà �ñêðó÷åííàÿ�).
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Ëåêöèÿ 6. Ðîä òðàíñâåðñàëüíîãî ïåðåñå÷åíèÿ äâóõ êâàäðèê

Òðàíñâåðñàëüíîå ïåðåñå÷åíèå äîñòàòî÷íîãî êîëè÷åñòâà ãèïåðïîâåðõíîñòåé � åùå îäèí
ñïîñîá çàäàíèÿ êðèâûõ â ïðîåêòèâíûõ ïðîñòðàíñòâàõ. Ïóñòü
F (z0, z1, z2, z3) = z20 + z21 + z22 + z23 , G (z0, z1, z2, z3) = a0z

2
0 + a1z

2
1 + a2z

2
2 + a3z

2
3 � äâà

îäíîðîäíûõ ìíîãî÷ëåíà ñòåïåíè 2 îò 4 ïåðåìåííûõ. Ïîâåðõíîñòü F = 0 ãëàäêàÿ, è ïðè
îáùåì çíà÷åíèè ïàðàìåòðîâ ai ïîâåðõíîñòü G = 0 òîæå ãëàäêàÿ è ïåðåñåêàåò ïîâåðõíîñòü
F = 0 òðàíñâåðñàëüíî. Âû÷èñëèì ðîä êðèâîé, ÿâëÿþùåéñÿ ïåðåñå÷åíèåì ýòèõ
ïîâåðõíîñòåé.
Ðàññìîòðèì ïðîåêöèþ êðèâîé ïåðåñå÷åíèÿ èç òî÷êè (0 : 0 : 0 : 1), ò.å. îòîáðàæåíèå
(z0 : z1 : z2 : z3) 7→ (z0 : z1 : z2). Ýòî îòîáðàæåíèå ïåðåâîäèò ïåðåñå÷åíèå êâàäðèê â êîíèêó
a0z

2
0 + a1z

2
1 + a2z

2
2 = a3(z

2
0 + z21 + z22 ) è ÿâëÿåòñÿ ðàçâåòâëåííûì íàêðûòèåì êðàòíîñòè 2.

Ó ýòîãî îòîáðàæåíèÿ 4 òî÷êè âåòâëåíèÿ (âñå îíè ïðîñòûå).
Òàêèì îáðàçîì, íàêðûâàþùàÿ êðèâàÿ èìååò ðîä 1. Ïîñêîëüêó óñëîâèå
íåòðàíñâåðñàëüíîñòè ïåðåñå÷åíèÿ âûäåëÿåò â ïðîñòðàíñòâå ïàð êâàäðèê
ãèïåðïîâåðõíîñòü, òðàíñâåðñàëüíîå ïåðåñå÷åíèå ëþáûõ äâóõ êâàäðèê â ïðîåêòèâíîì
ïðîñòðàíñòâå èìååò ðîä 1.
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Ëåêöèÿ 6. Âëîæåíèÿ è ïîãðóæåíèÿ àëãåáðàè÷åñêèõ êðèâûõ

Åùå îäèí ñïîñîá ïîëó÷åíèÿ êðèâûõ â ïðîåêòèâíûõ ïðîñòðàíñòâàõ � ïðîåêòèðîâàíèå
êðèâûõ, âëîæåííûõ â êàêîå-ëèáî ïðîñòðàíñòâî, â ïðîñòðàíñòâî ìåíüøåé ðàçìåðíîñòè.
Ëþáóþ ãëàäêóþ êðèâóþ â ïðîåêòèâíîì ïðîñòðàíñòâå ðàçìåðíîñòè áîëüøå 3 ìîæíî
áèãîëîìîðôíî ñïðîåêòèðîâàòü â ïðîåêòèâíîå ïðîñòðàíñòâî ìåíüøåé ðàçìåðíîñòè.

Theorem (Whitney)

Âñÿêóþ àëãåáðàè÷åñêóþ êðèâóþ ìîæíî âëîæèòü â CP3.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü C ⊂ CPn � ãëàäêàÿ àëãåáðàè÷åñêàÿ êðèâàÿ, n ≥ 4. Ðàññìîòðèì
ìíîãîáðàçèå â CPn, ÿâëÿþùååñÿ çàìûêàíèåì ìíîæåñòâà òî÷åê, ëåæàùèõ íà õîðäàõ
êðèâîé C , ò.å. ïðÿìûõ, ñîåäèíÿþùèõ ïàðû åå òî÷åê. Ýòî ïîäìíîãîîáðàçèå èìååò
ðàçìåðíîñòü 3, à çíà÷èò ñîäåðæèò íå âñå òî÷êè ïðîñòðàíñòâà CPn. Ïîýòîìó åñòü òî÷êà,
ïðîåêòèðîâàíèå èç êîòîðîé îñóùåñòâëÿåò áèãîëîìîðôíîå îòîáðàæåíèå êðèâîé C â
êðèâóþ â ïðîåêòèâíîì ïðîñòðàíñòâå ìåíüøåé ðàçìåðíîñòè.
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Ëåêöèÿ 6. Ïîãðóæåíèå êîìïëåêñíûõ êðèâûõ

Êðèâóþ â ïðîåêòèâíîì ïðîñòðàíñòâå CP3 ìîæíî ñïðîåêòèðîâàòü â êðèâóþ íà ïëîñêîñòè,
íî ýòà ïðîåêöèÿ óæå íå îáÿçàòåëüíî áóäåò áèãîëîìîðôèçìîì.

Theorem

Ïóñòü C ⊂ CP3 � ãëàäêàÿ àëãåáðàè÷åñêàÿ êðèâàÿ. Òîãäà â CP3 ñóùåñòâóåò òî÷êà, îáðàç

ïðîåêöèè êðèâîé C èç êîòîðîé � ïîãðóæåííàÿ êðèâàÿ.

Ïëîñêàÿ êðèâàÿ íàçûâàåòñÿ ïîãðóæåííîé (èëè íîäàëüíîé), åñëè åå åäèíñòâåííûå
îñîáåííîñòè � òî÷êè äâîéíîãî òðàíñâåðñàëüíîãî ñàìîïåðåñå÷åíèÿ (óçëû, íîäû).
Äîêàçàòåëüñòâî. Èñêëþ÷èòåëüíûìè íàïðàâëåíèÿìè ïðîåêòèðîâàíèÿ ÿâëÿþòñÿ
êàñàòåëüíûå ê êðèâîé C è òðîéíûå ñåêóùèå. Çàìûêàíèå ìíîæåñòâà òî÷åê, ëåæàùèõ íà
ýòèõ ïðÿìûõ � äâóìåðíîå àëãåáðàè÷åñêîå ïîäìíîãîîáðàçèå â CP3, ïîýòîìó â
ïðîñòðàíñòâå åñòü òî÷êè, íå ëåæàùèå íà íåì.
Ãëàäêàÿ êðèâàÿ, íåâûðîæäåííîå ãîëîìîðôíîå îòîáðàæåíèå êîòîðîé â íîäàëüíóþ
ïëîñêóþ êðèâóþ âçàèìíî-îäíîçíà÷íî íà äîïîëíåíèè ê ìíîæåñòâó äâîéíûõ òî÷åê,
íàçûâàåòñÿ íîðìàëèçàöèåé ýòîé íîäàëüíîé êðèâîé. Òåîðåìà îçíà÷àåò, ÷òî âñÿêàÿ ãëàäêàÿ

àëãåáðàè÷åñêàÿ êðèâàÿ ÿâëÿåòñÿ íîðìàëèçàöèåé íåêîòîðîé íîäàëüíîé ïëîñêîé êðèâîé.
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Ëåêöèÿ 6. Ðîä ïëîñêîé íîäàëüíîé êðèâîé

Ïðè ïðîåêòèðîâàíèè èç îáùåé òî÷êè ñòåïåíü êðèâîé îñòàåòñÿ íåèçìåííîé.

Theorem

Ïóñòü δ � êîëè÷åñòâî äâîéíûõ òî÷åê ïëîñêîé íîäàëüíîé êðèâîé ñòåïåíè d . Òîãäà ðîä
íîðìàëèçàöèè ýòîé êðèâîé ðàâåí (d − 1)(d − 2)/2− δ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü íîäàëüíàÿ êðèâàÿ èìååò â àôôèííîé êàðòå óðàâíåíèå f = 0,
ïðè÷åì îáå êàñàòåëüíûå ê êðèâîé â êàæäîé äâîéíîé òî÷êå íåâåðòèêàëüíû. Ýòà êðèâàÿ
ïåðåñåêàåòñÿ ñ êðèâîé ∂f /∂y = 0 ïî d(d − 1) òî÷êàì ñ ó÷åòîì êðàòíîñòè. Êàæäàÿ èç δ
äâîéíûõ òî÷åê ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé ïåðåñå÷åíèÿ êðàòíîñòè 2 êðèâûõ f = 0 è ∂f /∂y = 0 (ïî
îäíîé òî÷êå íà êàæäîé èç âåòâåé). Ïîýòîìó íà êðèâîé f = 0 èìååòñÿ d(d − 1)− 2δ òî÷åê
âåòâëåíèÿ ïðîåêöèè íà îñü x . Ïî ôîðìóëå Ðèìàíà�Ãóðâèöà

d(d − 1)− 2δ = 2d + 2g − 2,

îòêóäà

g =
(d − 1)(d − 2)

2
− δ.
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Ëåêöèÿ 6.
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Ñåìèíàð 6. Çàäà÷è

Ïðåäñòàâüòå ðàöèîíàëüíóþ íîðìàëüíóþ êðèâóþ â CP4 â âèäå ïåðåñå÷åíèÿ
ãèïåðïîâåðõíîñòåé.

Äîêàæèòå, ÷òî ïðè ïðîåêòèðîâàíèè êðèâîé â ïðîåêòèâíîì ïðîñòðàíñòâå, íå ëåæàùåé
íè â êàêîé ãèïåðïëîñêîñòè, èç îáùåé òî÷êè êðèâîé ñòåïåíü åå îáðàçà íà 1 ìåíüøå
ñòåïåíè êðèâîé.
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Ñåìèíàð 6. Çàäà÷è

Äîêàæèòå, ÷òî íèêàêèå n + 1 òî÷åê ðàöèîíàëüíîé íîðìàëüíîé êðèâîé íå ëåæàò â
îäíîé ãèïåðïëîñêîñòè. Äîêàæèòå, ÷òî ýòî åäèíñòâåííàÿ (ñ òî÷íîñòüþ äî
ïðîåêòèâíûõ ïðåîáðàçîâàíèé) êðèâàÿ ñ òàêèì ñâîéñòâîì.

Äîêàæèòå, ÷òî ëþáàÿ êðèâàÿ ñòåïåíè 3 â ïðîåêòèâíîì ïðîñòðàíñòâå, íå ëåæàùàÿ íè
â êàêîé ãèïåðïëîñêîñòè, ïåðåâîäèòñÿ â ñêðó÷åííóþ êóáèêó ïðîåêòèâíûì
ïðåîáðàçîâàíèåì ïðîñòðàíñòâà.

Äîêàæèòå, ÷òî ÷åðåç ëþáûå n+ 3 òî÷êè â îáùåì ïîëîæåíèè (ò.å. òàêèõ, ÷òî íè ÷åðåç
êàêèå n + 1 èç íèõ íå ïðîõîäèò ãèïåðïëîñêîñòü) â n-ìåðíîì ïðîåêòèâíîì
ïðîñòðàíñòâå ïðîõîäèò åäèíñòâåííàÿ ðàöèîíàëüíàÿ íîðìàëüíàÿ êðèâàÿ.
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Ñåìèíàð 6. Çàäà÷è

Íàéäèòå ðàçìåðíîñòü ïðîñòðàíñòâà ïëîñêèõ êðèâûõ ñòåïåíè 4 ñ îäíîé äâîéíîé
òî÷êîé.

Îöåíèòå ñòåïåíü ïëîñêèõ êðèâûõ (ñ äâîéíûìè òî÷êàìè), íåîáõîäèìóþ, ÷òîáû
ïðåäñòàâèòü ëþáóþ êðèâóþ ðîäà g .
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Ñåìèíàð 6. Çàäà÷è
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