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Çàäà÷è ê ÷åòâåðòîìó çàíÿòèþ

Çàäà÷à 1. Äëÿ ãðóïïû SL(2,C) îïèøèòå

a) ìàêñèìàëüíóþ êîìïàêòíóþ ïîäãðóïïó è ãîìîòîïè÷åñêèé òèï;
b) ðàçëîæåíèÿ Ãàóññà è Èâàñàâà;
c) ðàçìåðíîñòü, àëãåáðó Ëè è ïðàâîèíâàðèàíòíûå âåêòîðíûå ïîëÿ 1

Çàäà÷à 2. Åñòåñòâåííîå äåéñòâèå h → ghg∗ ãðóïïû G = SL(2,C) íà ýðìèòîâûõ
ìàòðèöàõ îïðåäåëÿåò ãîìîìîðôèçì G â ñîáñòâåííóþ ãðóïïó Ëîðåíöà SO0(1, 3).

a) Îáúÿñíèòå ýòîò ôàêò
b) ïîêàæèòå, ÷òî SO0(1, 3) ≈ SL(2,C)/± 1;
c) îïèøèòå ýòîò ãîìîìîðôèçì íà óðîâíå àëãåáð Ëè

Çàäà÷à 3. Ñîáñòâåííàÿ ãðóïïà Ëîðåíöà ñîõðàíÿåò â ÷åòûðåõìåðíîì ïðîñòðàíñòâå
Ìèíêîâñêîãî âåðõíþþ ïîëó äâóïîëîñòíîãî ãèïåðáîëîèäà, ñâåòîâîé êîíóñ è îäíîïî-
ëîñòíûé ãèïåðáîëîèä. Îïèøèòå ýòè ïîâåðõíîñòè êàê îäíîðîäíûå ïðîñòðàíñòâà

a) ãðóïïû SO0(1, 3);
b) ãðóïïû SL(2,C).

Çàäà÷à 4. a) Îïèøèòå âñå íåïðèâîäèìûå êîíå÷íîìåðíûå ïðåäñòàâëåíèÿ πχ ãðóï-
ïû C∗ (ãðóïïà îòëè÷íûõ îò íóëÿ êîìïëåêñíûõ ÷èñåë ïî óìíîæåíèþ). Îíè
äîëæíû íóìåðîâàòüñÿ ïàðîé χ = (σ, n), ãäå σ ∈ C, n ∈ Z, ëèáî ïàðîé χ =
(σ1, σ2) êîìïëåêñíûõ ÷èñåë, ðàçíîñòü êîòîðûõ öåëî÷èñëåííà.

b) Âñÿêîå íåïðèâîäèìîå êîíå÷íîìåðíîå ïðåäñòàâëåíèå πχ ãðóïïû C∗ îïðåäåëÿ-
åò íåïðèâîäèìîå ïðåäñòàâëåíèå π̄χ ãðóïïû B êîìïëåêñíûõ âåðõíåòðåóãîëüíûé

ìàòðèö

(
λ−1 a
0 λ

)
ñ îïðåäåëèòåëåì 1. Îïèøèòå ýòî ïðåäñòàâëåíèå

c) * Äîêàæèòå, ÷òî îïèñàííûå â ïðåäûäóùåì ïóíêòå ïðåäñòàâëåíèÿ èñ÷åðïûâàþò
âñå íåïðèâîäèìûå êîíå÷íîìåðíûå ïðåäñòàâëåíèÿ ãðóïïû B

Çàäà÷à 5. a) Ïðåäñòàâëåíèå Dχ îñíîâíîé ñåðèè ãðóïïû SL(2,C) îïðåäåëÿåòñÿ
êàê èíäóöèðîâàííîå ñ íåïðèâîäèìîã ïðåäñòàâëåíèÿ π̄χ ïîäãðóïïû âåðõíåòðå-
óãîëüíûõ ìàòðèö. Ðåàëèçóéòå åãî â ôóíêöèÿõ îäíîé êîìïëåêñíîé ïåðåìåííîé.

b) Äðóãîé ñïîñîá îïèñàòü ïðåäñòàâëåíèÿDχ àíàëîãè÷åí èñõîäíîìó îïèñàíèþ ïðåä-
ñòàâëåíèÿ îñíîâíîé ñåðèè ãðóïïû SL(2,R) è ñîñòîèò èç îãðàíè÷åíèÿ åñòåñòâåí-
íîãî äåéñòâèÿ ãðóïïû SL(2,C) íà ôóíêöèÿõ äâóõ êîìïëåêñíûõ ïåðåìåííûõ íà
ïîäïðîñòðàíñòâî ôóíêöèé äàííîé ñòåïåíè îäíîðîäíîñòè,

f(λz1, λz2) = λσ1λ̄σ2f(z1, z2), σ1 − σ2 ∈ Z
Ðåàëèçóéòå åãî â ôóíêöèÿõ îäíîé êîìïëåêñíîé ïåðåìåííîé. Îïèøèòå àñèìï-
òîòè÷åñêèå óñëîâèÿ íà ñîîòâåòñòâóþùèå ôóíêöèè îäíîé êîìïëåêñíîé ïåðåìåí-
íîé.

c) Îïèøèòå äåéñòâèå àëãåáðû Ëè sl(2,C) â Dχ

1Ó÷èòûâàÿ òî, ÷òî âñå ðàññìàòèâàåìûå ôóíêöèè - êîìïëåêñíîçíà÷íûå, âñþäó â äàëüíåéøåì óäîá-

íî èñïîëüçîâàòü âìåñòî êîîðäèíàò x, y íà ïëîñêîñòè êîîðäèíàòû z è z̄


