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Çàäà÷è ê âîñüìîìó çàíÿòèþ

Çàäà÷à 1. Àâòîìîðôèçì Êàðòàíà θ àëãåáðû Ëè g = su(1, n− 1) ñîâïàäàåò ñ ñîïðÿ-
æåíèåì äèàãîíàëüíîé ìàòðèöåé I = −e11 + e22 + . . .+ enn

a) Ïîêàæèòå, ÷òî åëåìåíò a = e1n + en1 ïîðîæäàåò â ïîäïðîñòðàíñòâå p = {x ∈
g, θ(x) = −x} ìàêñèìàëüíóþ êîììóòàòèâíóþ ïîäàëãåáðó a

b) îïèøèòå êîðíåâîå ðàçëîæåíèå g ïî îòíîøåíèþ ê ïðèñîåäèíåííîìó ïðåäñòàâ-
ëåíèþ a. Èçîáðàçèòå â îäíîìåðíîì ïðîñòðàíñòâå a∗ êîðíè è èõ êðàòíîñòè

c) Îïèøèòå ìàêñèìàëüíóþ êîìïàêòíóþ ïîäãðóïïóK è ðàçëîæåíèå Èâàñàâà ãðóï-
ïû G = SU(1, n− 1);

d) Ôàêòîð G/K - ñèììåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî. Îïèøèòå åãî ãåîìåòðè÷åñêè.

Çàäà÷à 2. Âåùåñòâåííàÿ ãðóïïà G = SU∗(2n) (èíîãäà ïî íåäîðàçóìåíèþ îáîçíà-
÷àåìàÿ SL(n,H)) îïðåäåëÿåòñÿ êàê ïåðåñå÷åíèå ãðóïï SL(2n,C) è GL(n,H), ãäå H -
òåëî êâàòåðíèîíîâ.

a) Îïèøèòå ÿâíî ìàòðè÷íóþ ñòðóêòóðó G è àëãåáðû Ëè g
b) Íàéäèòå àíòèëèíåéíóþ èíâîëþöèþ, âûäåëÿþùóþ G â SL(2n,C) è g â sl(2n,C);

îïèøèòå èíâîëþöèþ Êàðòàíà θ
c) * îïèøèòå ìàêñèìàëüíóþ êîìïàêòíóþ ïîäãðóïïó K ⊂ G; ïîêàæèòå, ÷òî îíà

ìîæåò áûòü îòîæäåñòâëåíà ñ ãðóïïîé Sp(n,R) êîìïëåêñíûõ óíèòàðíûõ 2n×2n
ìàòðèö, ñîõðàíÿþùèõ íåâûðîæäåííóþ ëèíåéíóþ ñèìïëåêòè÷åñêóþ ôîðìó

Çàäà÷à 3. a) ÃðàññìàíèàíGR(k, n) k-ìåðíûõ ïëîñêîñòåé â âåùåñòâåííîì n-ìåðíîì
ïðîñòðàíñòâå ìîæåò áûòü ðåàëèçîâàí êàê îäíîðîäíîå ïðîñòðàíñòâî
GL(n,R)/Pk,n−k, ãäå Pk,n−k - ïîäãðóïïà áëî÷íî-òðåóãîëüíûõ ìàòðèö ñ áëîêàìè
ðàçìåðîâ k è n− k. Îáúÿñíèòå ýòîò ôàêò;

b) ýòîò æå ãðàññìàíèàí ìîæåò áûòü ðåàëèçîâàí êàê îäíîðîäíîå ïðîñòðàíñòâî
O(n)/O(k)×O(n− k);

c) äîêàæèòå, ÷òî GR(k, n) - êîìïàêòíîå ñèììåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî. Îïèøèòå
ãåîìåòðè÷åñêè îòðàæåíèå â êàæäîé åãî òî÷êå

d) * îïèøèòå ÿâíî ñîîòâåòñòâóþùóþ èíâàðèàíòíóþ ðèìàíîâó ìåòðèêó, íàïðèìåð,
íà RP1 â àôôèííîé êàðòå.

Çàäà÷à 4. Ïðîñòðàíñòâî Pn ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííûõ ñèììåòðè÷åñêèõ ìàòðèö
ÿâëÿåòñÿ îäíîðîäíûì ïðîñòðàíñòâîì îòíîñèòåëüíî ãðóïïû GL(n,R).

a) Ïîêàæèòå, ÷òî Pn - íåêîìïàêòíîå ñèììåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî. Îòîæäåñòâèòå
åãî ñ ñîîòâåòñòâóþùåé ôàêòîðãðóïïîé

b) îïèøèòå ÿâíî îòðàæåíèå â êàæäîé òî÷êå
c) * Ôîðìóëà (v, w)p = Tr vp−1wp−1 çàäàåò èíâàðèàíòíóþ ðèìàíîâó ìåòðèêó íà
Pn. Çäåñü ìàòðèöû v è u ðàññìàòðèâàþòñÿ êàê ýëåìåíòû êàñàòåëüíîãî ïðî-
ñòðàíñòâà â òî÷êå p ∈ P .


