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Çàäà÷è ê ñåäüìîìó çàíÿòèþ

Çàäà÷à 1. Çàäà÷à 2 ïðîøëîãî ñåìèíàðà

Çàäà÷à 2. Äîêàæèòå ñëåäóþùèå ñâîéñòâà ôîðìû Êèëëèíãà Bg( , ):

a) åñëè g0 ⊂ g - èäåàë â àëãåáðå Ëè g (ò.å., [g,g0] ⊂ g0), òî îãðàíè÷åíèå Bg|g0

ñîâïàäàåò ñ Bg0

b) åñëè g0 � âåùåñòâåííàÿ ôîðìà êîìïëåêñíîé àëãåáðû g, òî îãðàíè÷åíèå êîì-
ïëåêñíîçíà÷íîé ôîðìû Êèëëèíãà Bg íà g0 âåùåñòâåííî è ñîâïàäàåò ñ ôîðìîé
Êèëëèíãà Bg0 ;

c) (Âåùåñòâåííàÿ) ôîðìà Êèëëèíãà ïîëóïðîñòîé êîìïëåêñíîé àëãåáðû Ëè íåâû-
ðîæäåíà è èìååò íóëåâóþ ñèãíàòóðó.

Ïóñòü g - âåùåñòâåííàÿ ôîðìà êîìïëåêñíîé ïîëóïðîñòîé àëãåáðû Ëè ḡ, σ : ḡ → ḡ
- âûäåëÿþùàÿ åå àíòèëèíåéíàÿ èíâîëþöèÿ; u - êîìïàêòíàÿ âåùåñòâåííàÿ ôîðìà
ḡ, cîñòîÿùàÿ èç íåïîäâèæíûõ òî÷åê àíòèëèíåéíîé èíâîëþöèè τ : ḡ → ḡ è ïóñòü
τσ = στ . Â ýòîé ñèòóàöèè ëèíåéíàÿ èíâîëþöèÿ Êàðòàíà θ = στ ñîõðàíÿåò g è
îïðåäåëÿåò â íåé ðàçëîæåíèå Êàðòàíà

g = k + p, ãäå k = {x ∈ g|θ(x) = x}, p = {x ∈ g|θ(x) = −x}
è ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííóþ ôîðìó Bθ(x, y) = −B(x, θy) íà g.

Çàäà÷à 3. a) Ïîêàæèòå, ÷òî îïåðàòîðû adx êîñîñèììåòðè÷íû îòíîñèòåëüíî ôîð-
ìû Bθ äëÿ x ∈ k è ñèììåòðè÷íû äëÿ x ∈ p

b) àëãåáðà Ëè k - ìàêñèìàëüíàÿ êîìïàêòíàÿ ïîäàëãåáðà g.

Çàäà÷à 4. a) Ïîêàæèòå, ÷òî àëãåáðà Ëè u(p, q) 1 åñòü âåùåñòâåííàÿ ôîðìà êîì-
ïëåêñíîé àëãåáðû Ëè gl(p+ q,C).

b) Îïèøèòå ñîîòâåòñòâóþùóþ àíòèëèíåéíóþ èíâîëþöèþ gl(p + q,C), ñîâìåñòè-
ìóþ ñ íåé êîìïàêòíóþ ôîðìó è èíâîëþöèþ Êàðòàíà

c) Îïèøèòå ìàêñèìàëüíóþ êîìïàêòíóþ ïîäãðóïïó K ãðóïïû G = U(p, q).

Çàäà÷à 5. Ãðóïïà C∗ ∼ GL(1,C) ìîæåò áûòü îïèñàíà êàê ïîäãðóïïà ãðóïïû íåâû-
ðîæäåííûõ âåùåñòâåííûõ 2×2 ìàòðèö, êîììóòèðóþùèõ ñ îïåðàòîðîì I óìíîæåíèÿ

íà i, ò.å., ìàòðèö âèäà A =

(
a b
−b a

)
, a, b ∈ R, detA 6= 0.

a) Îáîáùèòå ýòî óòâåðæäåíèå íà GL(n,C), SL(n,C), sl(n,C)
b) Îïèøèòå ãðóïïû è àëãåáðû Ëè GL(1,H), SL(2,H), sl(2,H) êàê ìàòðè÷íûå

ãðóïïû è àëãåáðû Ëè (ò.å., ïîäãðóïïû èëè ïîäàëãåáðû Ëè íåêîòîðûõ GL(n,C)
èëè gl(n,C)). Çäåñü H - òåëî êâàòåðíèîíîâ.

1ò.å. àëãåáðà Ëè ãðóïïû, ñîõðàíÿþùåé ôîðìó x1ȳ1 + . . . + xpȳp − xp+1ȳp+1 − . . .− xp+q ȳp+q


