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Çàäà÷è ê øåñòîìó çàíÿòèþ

Çàäà÷à 1. Âûðàçèòå äåëüòà ôóíêöèþ íà ãðóïïå è çíà÷åíèå f(e) äëÿ f ∈ C∞0 (G) ÷åðåç
ÿâíî âû÷èñëåííûå õàðàêòåðû íåïðèâîäèìûõ óíèòàðíûõ ïðåäñòàâëåíèé äëÿ ãðóïï

a) S1,
b) Z,
c) R,
d) * SU(2).

Îáúÿñíèòå ñìûñë è äîêàçàòåëüñòâî ïåðâûõ òðåõ ðàâåíñòâ â òåðìèíàõ êëàññè÷åñêîé
òåîðèè ðÿäîâ è èíòåãðàëîâ Ôóðüå. Îïèøèòå ìåðó Ïëàíøåðåëÿ íà ìíîæåñòâå Ĝ è ðàç-
ëîæåíèå L2(G) ïî íåïðèâîäèìûì ïðåäñòàâëåíèÿì G.

Çàäà÷à 2. * Ïî îïðåäåëåíèþ, ïðåäñòàâëåíèÿ äèñêðåòíîé ñåðèè ãðóïïû G - ýòî ïðåä-
ñòàâëåíèÿ, ðåàëèçóåìûå â çàìêíóòûõ ëèíåéíûõ ïîäïðîñòðàíñòâàõ L2(G) (ýêâèâàëåíòíî,
ïðÿìûå ñëàãàåìûå L2(G)). Òåì ñàìûì, îíè îïèñûâàþòñÿ êâàäðàòè÷íî èíòåãðèðóåìû-
ìè ôóíêöèÿìè íà ãðóïïå. Ïîêàæèòå, ÷òî ïðåäñòàâëåíèå F+

n ãîëîìîðôíîé äèñêðåòíîé
ñåðèè ãðóïïû SU(1, 1) ìîæíî ðåàëèçîâàòü â ïîäïðîñòðàíñòâå, ïîðîæäåííîì ôóíêöèÿ-
ìè α−n−p−1βp, p = 0, 1, ... Èíâàðèàíòíàÿ ôîðìà îáúåìà íà ãðóïïå SU(1, 1) ìîæåò áûòü
îïèñàíà ôîðìóëîé
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ëèáî àíàëîãè÷íîé ñ çàìåíîé α íà β è íàîáîðîò.

Çàäà÷à 3. Ôîðìà Êèëëèíãà B(x, y) íà âåùåñòâåííîé àëãåáðà Ëè g îïðåäåëÿåòñÿ ôîð-
ìóëîé

B(x, y) = Trg adx ady

ãäå adx : g → g - îïåðàòîð ïðèñîåäèíåííîãî äåéñòâèÿ ýëåìåíòà x, adx(y) = [x, y].
Âû÷èñëèòå ôîðìó Êèëëèíãà íà

a) so(3), su(2),
b) sl(2,R),
c) sl(2,C),
d) àëãåáðå Ëè ãðóïïû äâèæåíèé ïëîñêîñòè (åå ðàçìåðíîñòü ðàâíà òðåì).

Îïèøèòå èíâàíèàíòû: ðàíã è ñèãíàòóðó â êàæäîì ñëó÷àå.

Çàäà÷à 4. Âåùåñòâåííàÿ àëãåáðà Ëè q íàçûâàåòñÿ âåùåñòâåííîé ôîðìîé êîìïëåêñíîé
àëãåáðû Ëè g, åñëè q ⊗R C è g èçîìîðôíû êàê êîìïëåêñíûå àëãåáðû Ëè1. Ïîêàæèòå,
÷òî q ÿâëÿåòñÿ âåùåñòâåííîé ôîðìîé g òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ñóùåñòâóåò àíòè-
ëèíåéíàÿ èíâîëþöèÿ2 η : g→ g, òàê ÷òî àëãåáðà Ëè íåïîäâèæíûõ òî÷åê η èçîìîðôíà
q.

Çàäà÷à 5. a) Îïðåäåëèòå òèï êîìïëåêñèôèêàöèè àëãåáð Ëè su(2), sl(2,R), sl(2,C).
b) Â êàæäîì ñëó÷àå âûïèøèòå àíòèëèíåéíóþ èíâîëþöèþ â êîìïëåêñèôèêàöèè, âû-

äåëÿþùóþ äàííóþ âåùåñòâåííóþ ôîðìó.
c) Êàêèå âåùåñòâåííûå ôîðìû àëãåáðû Ëè sl(3,C) âû ìîæåòå íàçâàòü?

1Ñîîòâåòñòâåííî, ìîæíî íàçûâàòü g êîìïëåêñíîé ôîðìîé q
2η([x, y]) = [η(x), η(y)], η(λx) = λ̄η(x), η2 = 1


