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Çàäà÷è ê ïÿòîìó çàíÿòèþ

Çàäà÷à 1. Ïðåäñòàâëåíèå F+
n , n = 1, 2, ... äèñêðåòíîé ñåðèè ãðóïïû SU(1, 1) ðåàëè-

çóåòñÿ â ïðîñòðàíñòâå àíàëèòè÷åñêèõ ôóíêöèé â êðóãå |w| < 1 ñ äåéñòâèåì

Tgf(w) = (β̄w + ᾱ)−n−1f

(
αw + β

β̄w + ᾱ

)
, g =

(
α β
β̄ ᾱ

)
a) Ïîêàæèòå, ÷òî ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå

(ϕ, ψ) =
i

2

∫
D={|w|<1}

ϕ(w)ψ̄(w)(1− ww̄)n−1dw ∧ dw̄

èíâàðèàíòíî îòíîñèòåëüíî ýòîãî äåéñòâèÿ
b) Ïîïîëíåíèå F̄+

n ïðîñòðàíñòâà F+
n , îòíîñèòåëüíî òîïîëîãèè, çàäàâàåìîé ýòèì

ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì, ñîñòîèò èç àíàëèòè÷åñêèõ â D ôóíêöèé ϕ(w), äëÿ
êîòîðûõ i

∫
D
ϕ(w)ψ̄(w)(1− ww̄)n−1dw ∧ dw̄ <∞

Çàäà÷à 2. Îðòîãîíàëèçóéòå â F̄+
n ïîñëåäîâàòåëüíîñòü wn. Ýòî ïîëíàÿ îðòîãîíàëü-

íàÿ ñèñòåìà. Ïóñòü {ϕn(w)} ñîîòâåòñòâóþùèé îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ. Âû÷èñëèòå
K(w, ξ) =

∑
n ϕn(w)ϕ̄n(ξ) Ïîêàæèòå, ÷òî K(w, ξ) - âîñïðîèçâîäÿùåå ÿäðî, ò.å., äëÿ

ëþáîé ôóíêöèè f(w) ∈ F̄+
n

f(w) =
i

2

∫
D

K(w, ξ)f(ξ)(1− ξξ̄)n−1dξ ∧ dξ̄

Çàäà÷à 3. Ïóñòü G- êîíå÷íàÿ ãðóïïà, δ(g) - ôóíêöèÿ íà ãðóïïå (ïî-äðóãîìó, ýëåìåíò
ãðóïïîâîãî êîëüöà), òàêàÿ, ÷òî δ(g) = 0 åñëè g 6= e è δ(e) = 1. Ïîêàæèòå, ÷òî

a) δ(g) =
1

|G|
∑
V ∈Ĝ

dimV · χV (g) =
1

|G|
∑
V ∈Ĝ

dimV · TrV (T Vg ).

Çäåñü Ĝ - ìíîæåñòâî êëàññîâ ýêâèâàëåíòíîñòåé íåïðèâîäèìûõ (óíèòàðíûõ)
êîíå÷íîìåðíûõ ïðåäñòàâëåíèéG, g → T Vg ∈ EndV ; χV (g) = TrV (T Vg ) - õàðàêòåð
ïðåäñòàâëåíèÿ V .

b) f(g) =
∑

V ∈Ĝ
dimV
|G| TrV (T V (f)T Vg−1). Çäåñü T V (f) =

∑
g∈G f(g)T Vg - àññîöèèðî-

âàííîå ñ V ïðåäñòàâëåíèå ãðóïïîâîãî êîëüöà

Çàäà÷à 4. Ïóñòü g - àëãåáðà Ëè êîìïëåêñíîé àëãåáðàè÷åñêîé ãðóïïû (íàïðèìåð,
SL(n,C)). Äîêàæèòå, ÷òî g⊗R C ∼ g′ ⊕ g′1. Çäåñü g′ îçíà÷àåò àëãåáðó g, ðàññìàòðè-
âàåìóþ êàê àëãåáðó Ëè íàä C.

Çàäà÷à 5. (ïåðåôîðìóëèðîâêà çàäà÷è 5 ïðîøëîãî ñåìèíàðà)

a) Ïðåäñòàâëåíèÿ Dχ, χ = (σ1, σ2) ∈ C × C, σ1 − σ2 ∈ Z îñíîâíîé ñåðèè ãðóïïû
SL(2,C) îïðåäåëÿþòñÿ êàê èíäóöèðîâàííûå ñ íåïðèâîäèìûõ ïðåäñòàâëåíèé
ïîäãðóïïû âåðõíåòðåóãîëüíûõ ìàòðèö. Ïîêàæèòå, ÷òî â êîîðäèíàòàõ z, z̄ åãî
ìîæíî ðåàëèçîâàòü â ïðîñòðàíñòâå ãëàäêèõ ôóíêöèé íà ïëîñêîñòè ñ äåéñòâèåì

Tgf(z, z̄) = (bz + d)σ1(b̄z̄ + d̄)σ2f

(
az + c

bz + d
,
āz̄ + c̄

b̄z̄ + d̄

)
, g =

(
a b
c d

)
Êàêîâû àñèìïòîòè÷åñêèå óñëîâèÿ íà ýòè ôóíêöèè?

b) Âûïèøèòå äåéñòâèå êîìïëåêñèôèöèðîâàííîé àëãåáðû Ëè â Dχ

1Ïðàâèëüíûé îòâåò: g ⊗R C ∼ g′ ⊕ ḡ′


