
Ãðóïïû Ëè II 2021

Çàäà÷è êî âòîðîìó çàíÿòèþ

Çàäà÷à 1. Âûâåäèòå ñâîéñòâà îðòîãîíàëüíîñòè õàðàêòåðîâ χV (g) = trV Tg íåïðèâî-
äèìûõ ïðåäñòàâëåíèé êîìïàêòíîé ãðóïïû Ëè èç ñâîéñòâ îðòîãîíàëüíîñòè ìàòðè÷-
íûõ ýëåìåíòîâ

Çàäà÷à 2. a) Â çàäà÷å 4 ïðîøëîãî ñåìèíàðà ðàññìàòðèâàëîñü îòîáðàæåíèå ãðóï-
ïû SU(2) â ãðóïïó SO(3). Àëãåáðà Ëè su(2) ñîñòîèò èç êîñîýðìèòîâûõ áåññëå-
äîâûõ 2 × 2 ìàòðèö; àëãåáðà Ëè so(3) � èç êîñîñèììåòðè÷åñêèõ 3 × 3 ìàòðèö.
Îïèøèòå ñîîòâåñòâóþùèé ãîìîìîðôèçì àëãåáð Ëè.

b) Ñôåðà S2 ÿâëÿåòñÿ îäíîðîäíûì ìíîãîîáðàçèåì SU(2)/SU(1). Îáúÿñíèòå ýòî.
Êàê ñâÿçàíû â ýòîì êîíòåêñòå ñôåðè÷åñêèå êîîðäèíàòû ñ óãëàìè Ýéëåðà íà
SU(2)?

Çàäà÷à 3. Ïóñòü Vl - êîíå÷íîìåðíîå ïðåäñòàâëåíèå ãðóïïû Ëè SL(2,C) â 2l + 1 -
ìåðíîì êîìïëåêñíîì ïðîñòðàíñòâå Vl. Îãðàíè÷èì åãî íà SL(2,R).

a) Ñóùåñòâóåò ëè íà Vl ýðìèòîâà ôîðìà, èíâàðèàíòíàÿ îòíîñèòåëüíî äåéñòâèÿ
SL(2,R)?

b) ñóùåñòâóþò ëè äðóãèå ïîëóòîðàëèíåéíûå SL(2,R) - èíâàðèàíòíûå ñèììåòðè÷-
íûå ôîðìû? Îïèøèòå èõ äëÿ l = 1/2, 1.

Çàäà÷à 4. Âåêòîðîì Óèòòåêåðà íàçîâåì ýëåìåíò v ∈ V ïðåäñòàâëåíèÿ àëãåáðû Ëè
sl(2) â ïðîñòðàíñòâå V òàêîé, ÷òî ev = v; äóàëüíûì âåêòîðîì Óèòòåêåðà v′ íàçîâåì
ýëåìåíò ξ ∈ V ′ äóàëüíîãî ïðîñòðàíñòâà òàêîé, ÷òî ξf = −f . (e, f, h - ñòàíäàðòíûé
áàçèñ sl(2)).

a) Âûâåäèòå äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå íà ôóíêöèþ Óèòòåêåðà w(t), ïðåä-
ñòàâëåííóþ ìàòðè÷íûì ýëåìåíòîì

w(t) = (ξ, ethv)

ñ÷èòàÿ, ÷òî ýëåìåíò Êàçèìèðà L = ef + fe + h2

2
äåéñòâóåò íà V óìíîæåíèåì

íà ñêàëÿð α = 2l(l + 1).
b) Àíàëîãè÷íûé âîïðîñ ïðî ìàòðè÷íûé ýëåìåíò

u(t) = (η, ethv)

ãäå η õàðàêòåðèçóåòñÿ óñëîâèåì η(e− f) = 0.

Çàäà÷à 5. a) Âñÿêàÿ ãðóïïà Ëè ðàçìåðíîñòè n îáëàäàåò n ëèíåéíî íåçàâèñèìû-
ìè ëåâîèíâàðèàíòíûìè âåêòîðíûìè ïîëÿìè, n ëèíåéíî íåçàâèñèìûìè ïðàâî-
èíâàðèàíòíûìè âåêòîðíûìè ïîëÿìè. Òî æå îòíîñèòñÿ ê 1 ôîðìàì. Îáúÿñíèòå
ýòîò ôàêò

b) Âûïèøèòå ÿâíî ëåâîèíâàðèàíòíûå âåêòîðíûå ïîëÿ è 1 - ôîðìû äëÿ SL(2,R)
è SL(2,C)

c) Âûïèøèòå ÿâíî ëåââîèíâàðèàíòíûå 1- ôîðìû äëÿ SU(2)

Çàäà÷à 6. a) Âûïèøèòå â êàêîì ëèáî âèäå èíâàðèàíòíóþ âíåøíþþ ôîðìó ñòàð-
øåé ñòåïåíè íà SU(2)

b) Ðåøèòå çàäà÷ó 7 ïðîøëîãî ñåìèíàðà


