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Çàäà÷è ê äåâÿòîìó çàíÿòèþ

Çàäà÷à 1. Ïóñòü G - êîìïàêòíàÿ ïîëóïðîñòàÿ ãðóïïà Ëè. Ðàñïîñòðàíèâ ëåâûìè
ñäâèãàìè ôîðìó Êèëëèíãà, ïîìíîæåííóþ íà ìèíóñ åäèíèöó, íà êàñàòåëüíûå ïðî-
ñòðàíñòâà â êàæäîé òî÷êå, ïðåâðàòèì ãðóïïó â ðèìàíîâî ìíîãîîáðàçèå.

a) Îïèøèòå ãðóïïó èçîìåòðèé ýòîãî ìíîãîîáðàçèÿ
b) Ïîêàæèòå, ÷òî ýòî ñèììåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî. Îïèøèòå îòðàæåíèÿ, àâòî-

ìîðôèçì è ðàçëîæåíèå Êàðòàíà àëãåáðû Ëè ãðóïïû èçîìåòðèé
c) Ïîëîæèòåëüíà èëè îòðèöàòåëüíà êðèâèçíà â äâóìåðíûõ íàïðàâëåíèÿõ?

Çàäà÷à 2. Âû÷èñëèòå êðèâèçíó K äâóìåðíîé ñôåðû ðàäèóñà R, ïîëüçóÿñü àíàëè-
òè÷åñêèì îïðåäåëåíèåì êðèâèçíû â äâóìåðíîì íàïðàâëåíèè S,

AS(r) = πr2
(

1− Kr2

12
+ o(r2)

)
,

ãäå AS(r) - ïëîùàäü ïîâåðõíîñòè, çàìåòåííîé ãåîäåçè÷åñêèìè äëèíû r, âûøåäøèìè
èç äàííîé òî÷êè âäîëü äâóìåðíîé ïëîùàäêè S.

Çàäà÷à 3. Òîò æå âîïðîñ äëÿ ïëîñêîñòè Ëîáà÷åâñêîãî â ìîäåëè åäèíè÷íîãî êðóãà ñ
ìåòðèêîé

dg = R2 dx2 + dy2

(1− x2 − y2)2
= R2 dz dz̄

(1− zz̄)2

Çàäà÷à 4. Âû÷èñëèòå êðèâèçíó K äâóìåðíîãî ñèììåòðè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà X,
âîñïîëüçîâàâøèñü åå âûðàæåíèåì ÷åðåç òðîéíûå êîììóòàòîðû ïîëåé Êèëëèíãà1

K =
([[x, y], x], y)

|x ∨ y|2

a) åñëè X - äâóìåðíàÿ ñôåðà ðàäèóñà R - ñì. çàäà÷ó 2
b) åñëè X - äèñê Ïóàíêàðå2 - ñì. çàäà÷ó 3

Çäåñü x è y - ýëåìåíòû àëãåáðû Ëè ãðóïïû èçîìåòðèé X, îòîæäåñòâëåííûå ñ êà-
ñàòåëüíûìè âåêòîðàìè â äàííîé òî÷êå p ìíîãîîáðàçèÿ X: ïîòîê etx äâèãàåò òî÷êó
p âäîëü ãåîäåçè÷åñêîé ñîîòâåòñòâóþùåãî íàïðàâëåíèÿ; |x ∨ y| - ïëîùàäü ïàðàëëåëî-
ãðàììà, îáðàçîâàííîãî â êàñàòåëüíîé ïëîñêîñòè âåêòîðàìè x è y.

Çàäà÷à 5. * Ïóñòü g - àëãåáðà Ëè ãðóïïû G ⊂ GL(n,R); Exp : g → G - ýêñïî-
íåíöèàëüíîå îòîáðàæåíèå z → exp(z); Lg : G → G - îòîáðàæåíèå ëåâîãî ñäâèãà,
Lg(h) = gh. Äèôôåðåíöèàë dExpx êàñàòåëüíîãî îòîáðàæåíèÿ â òî÷êå x ∈ g îòîáðà-
æàåò êàcàòåëüíîå ïðîñòðàíñòâî Txg ∼ g â êàñàòåëüíîå ïðîñòðàíñòâî TexpxG ê ãðóïïå
â òî÷êå expx. Îòîæäåñòâèì ëèíåéíûå ïðîñòðàíñòâà Txg, g è TeG. Äîêàæèòå ôîðìóëó

dExpx = dLexpx ◦
1− e− adx

adx

1íà ëåêöèè â ôîðìóëå áûë îøèáî÷íî íàïèñàí çíàê ìèíóñ; îí ïðèâåë ê ïóòàíèöå â ïðèìåðàõ
2çäåñü óäîáíî âîñïîëüçîâàòüñÿ ýëåìåíòàìè àëãåáðû Ëè su(1, 1), ñîîòâåòñòâóþùèì îäíîïàðàìåò-

ðè÷åñêèì ïîäãðóïïàì

(
ch t sh t
sh t ch t

)
è

(
ch t i sh t
−i sh t ch t

)


