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Ëåêöèÿ 10. Îòñòóïëåíèå: âåùåñòâåííûå àëãåáðàè÷åñêèå êðèâûå

Íà ïðîåêòèâíîé ïðÿìîé èìååòñÿ åñòåñòâåííîå àíòèãîëîìîðôíîå îòîáðàæåíèå �
êîìïëåêñíîå ñîïðÿæåíèå σ : z 7→ z̄ . (Îòîáðàæåíèå êðèâûõ íàçûâàåòñÿ àíòèãîëîìîðôíûì,
åñëè â ëîêàëüíûõ êîìïëåêñíûõ êîîðäèíàòàõ îíî êîìïëåêñíî ñîïðÿæåíî ãîëîìîðôíîìó
îòîáðàæåíèþ, ò.å. ïðåäñòàâëÿåòñÿ ðÿäîì îò ïåðåìåííîé z̄ .) Ýòî îòîáðàæåíèå íå ÿâëÿåòñÿ
ãîëîìîðôíûì, ÿâëÿåòñÿ èíâîëþöèåé, σ2 = id, è èãðàåò êëþ÷åâóþ ðîëü ïðè èçó÷åíèè
âåùåñòâåííûõ êðèâûõ. Íåïîäâèæíûå òî÷êè ýòîãî îòîáðàæåíèÿ îáðàçóþò âåùåñòâåííóþ
ïðîåêòèâíóþ ïðÿìóþ RP1 ⊂ CP1.

De�nition

Âåùåñòâåííîé àëãåáðàè÷åñêîé êðèâîé íàçûâàåòñÿ ïàðà (C , η), ãäå C � êîìïëåêñíàÿ
àëãåáðàè÷åñêàÿ êðèâàÿ, η : C → C � àíòèãîëîìîðôíàÿ èíâîëþöèÿ, η2 = id.
Íåïîäâèæíûå òî÷êè îòîáðàæåíèÿ η íàçûâàþòñÿ âåùåñòâåííûìè òî÷êàìè êðèâîé (C , η).

Óïðàæíåíèå. Ïî÷åìó îòîáðàæåíèå z 7→ z̄ íåãîëîìîðôíî?
Óïðàæíåíèå. Ïðèäóìàéòå àíòèãîëîìîðôíóþ èíâîëþöèþ ïðîåêòèâíîé ïðÿìîé CP1, íå
èìåþùóþ íåïîäâèæíûõ òî÷åê.
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êîìïëåêñíîé ïðîåêòèâíîé ïëîñêîñòè â ñåáÿ (x : y : z) 7→ (x̄ : ȳ : z̄); ýòî îòîáðàæåíèå
ïåðåâîäèò êðèâóþ â ñåáÿ, ïîñêîëüêó ïðè âåùåñòâåííîì a âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî
ax iy jzk = ax̄ i ȳ j z̄k äëÿ ëþáûõ öåëûõ íåîòðèöàòåëüíûõ i , j , k .
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RP2 ⊂ CP2. Ýòà âåùåñòâåííàÿ êðèâàÿ ìîæåò îêàçàòüñÿ ïóñòîé, êàê, íàïðèìåð, â ñëó÷àå
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Ëåêöèÿ 10. Íåðàâåíñòâî Õàðíàêà

Â îêðåñòíîñòè êàæäîé íåïîäâèæíîé òî÷êè àíòèãîëîìîðôíîé èíâîëþöèè η : C → C ýòà
èíâîëþöèÿ ïðèâîäèòñÿ â ïîäõîäÿùåé ãîëîìîðôíîé êîîðäèíàòå z ê âèäó z 7→ z̄ . Ïîýòîìó
ìíîæåñòâî íåïîäâèæíûõ òî÷åê èíâîëþöèè � ãëàäêîå âåùåñòâåííî îäíîìåðíîå
ïîäìíîãîîáðàçèå â C . Ýòî ïîäìíîãîîáðàçèå êîìïàêòíî, ïîýòîìó îíî ñîñòîèò èç
êîíå÷íîãî ÷èñëà îêðóæíîñòåé.

Theorem (Harnack's curve theorem, Íåðàâåíñòâî Õàðíàêà)

Ìíîæåñòâî íåïîäâèæíûõ òî÷åê àíòèãîëîìîðôíîé èíâîëþöèè íà âåùåñòâåííîé

àëãåáðàè÷åñêîé êðèâîé ðîäà g èìååò íå áîëåå g + 1 êîìïîíåíò ñâÿçíîñòè.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü (C , η) � âåùåñòâåííàÿ àëãåáðàè÷åñêàÿ êðèâàÿ ðîäà g . Òîãäà
ôàêòîðïîâåðõíîñòü C/η � ïîâåðõíîñòü ñ êðàåì, ýéëåðîâà õàðàêòåðèñòèêà êîòîðîé ðàâíà
χ(C )/2 = (2− 2g)/2 = 1− g . Ïîýòîìó ýòà ïîâåðõíîñòü íå ìîæåò èìåòü áîëüøå g + 1
êîìïîíåíò êðàÿ, è ýòî êîëè÷åñòâî ðåàëèçóåìî ëèøü åñëè ôàêòîðïîâåðõíîñòü C/η
ÿâëÿåòñÿ ñôåðîé ñ g + 1 äûðêàìè.
Âåùåñòâåííàÿ êðèâàÿ ðîäà g , ìíîæåñòâî âåùåñòâåííûõ òî÷åê êîòîðîé èìååò g + 1
êîìïîíåíò ñâÿçíîñòè, íàçûâàåòñÿ M-êðèâîé.
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Ëåêöèÿ 10. Ðàçäåëÿþùèå è íåðàçäåëÿþùèå âåùåñòâåííûå êðèâûå

De�nition

Âåùåñòâåííàÿ êðèâàÿ (C , η) íàçûâàåòñÿ ðàçäåëÿþùåé, åñëè ìíîæåñòâî åå âåùåñòâåííûõ
òî÷åê CR ⊂ C ðàçáèâàåò åå íà äâå êîìïîíåíòû ñâÿçíîñòè. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå îíà
íàçûâàåòñÿ íåðàçäåëÿþùåé.

Óïðàæíåíèå. Äîêàæèòå, ÷òî âñÿêàÿ M-êðèâàÿ ÿâëÿåòñÿ ðàçäåëÿþùåé.
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âåùåñòâåííîé ðàçäåëÿþùåé êðèâîé (C , η) ðîäà g èìååò òó æå ÷åòíîñòü, ÷òî è g + 1.
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Ëåêöèÿ 10. Èíâàðèàíòíûå êîíòóðû

Àíòèãîëîìîðôíàÿ èíâîëþöèÿ η âåùåñòâåííîé àëãåáðàè÷åñêîé êðèâîé (C , η) ïåðåâîäèò â
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Óïðàæíåíèå. Íàéäèòå íà CP1 êîíòóð, èíâàðèàíòíûé îòíîñèòåëüíî àíòèãîëîìîðôíîé
èíâîëþöèè z 7→ −1/z̄ .
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íåïåðåñåêàþùèõñÿ èíâàðèàíòíûõ êîíòóðîâ.
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Ëåêöèÿ 10. 16-ÿ ïðîáëåìà Ãèëüáåðòà

Ïðîñòàÿ çàìêíóòàÿ êðèâàÿ íà âåùåñòâåííîé ïðîåêòèâíîé ïëîñêîñòè RP2 ìîæåò
ïðèíàäëåæàòü ê îäíîìó èç äâóõ òèïîâ:

îäíîñòîðîííÿÿ êðèâàÿ � êðèâàÿ C , äîïîëíåíèå RP2 \ C ê êîòîðîé ãîìåîìîðôíî
äèñêó;

îâàë (äâóñòîðîííÿÿ êðèâàÿ) � êðèâàÿ, ðàçáèâàþùàÿ ïðîåêòèâíóþ ïëîñêîñòü íà äâå
êîìïîíåíòû ñâÿçíîñòè, îäíà èç êîòîðûõ ãîìåîìîðôíà äèñêó, âòîðàÿ � ëåíòå
Ìåáèóñà.

Ïðÿìàÿ â âåùåñòâåííîé ïðîåêòèâíîé ïëîñêîñòè ÿâëÿåòñÿ îäíîñòîðîííåé êðèâîé.

Êóáè÷åñêàÿ âåùåñòâåííàÿ M-êðèâàÿ ñîñòîèò èç îäíîé îäíîñòîðîííåé êîìïîíåíòû è
îäíîãî îâàëà.
Âåùåñòâåííàÿ M-êâàðòèêà ñîñòîèò èç 4 îâàëîâ.
Óïðàæíåíèå. Ìîãóò ëè îâàëû M-êâàðòèêè ëåæàòü îäèí âíóòðè äðóãîãî?

Ñ. Ê. Ëàíäî Ââåäåíèå â ðèìàíîâû ïîâåðõíîñòè
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Lemma

Âñÿêàÿ ãëàäêàÿ ïëîñêàÿ âåùåñòâåííàÿ êðèâàÿ íå÷åòíîé ñòåïåíè ñîäåðæèò ðîâíî îäíó

îäíîñòîðîííþþ êîìïîíåíòó ñâÿçíîñòè. Âñå êîìïîíåíòû ñâÿçíîñòè ãëàäêîé ïëîñêîé

âåùåñòâåííîé êðèâîé ÷åòíîé ñòåïåíè � îâàëû.

Äîêàçàòåëüñòâî.

Ëþáûå äâå îäíîñòîðîííèå êðèâûå íà ïðîåêòèâíîé ïëîñêîñòè ïåðåñåêàþòñÿ, ïîýòîìó ó
ãëàäêîé êðèâîé íå ìîæåò áûòü áîëüøå îäíîé òàêîé êîìïîíåíòû.
Ïðÿìàÿ îáùåãî ïîëîæåíèÿ ïåðåñåêàåò îäíîñòîðîííþþ êðèâóþ â íå÷åòíîì ÷èñëå òî÷åê, à
âñÿêèé îâàë � â ÷åòíîì ÷èñëå òî÷åê. Êîëè÷åñòâî òî÷åê ïåðåñå÷åíèÿ îáùåé âåùåñòâåííîé
ïðÿìîé ñ âåùåñòâåííîé ÷àñòüþ ïëîñêîé âåùåñòâåííîé êðèâîé èìååò òó æå ÷åòíîñòü, ÷òî
è ñòåïåíü êðèâîé.

Ñ. Ê. Ëàíäî Ââåäåíèå â ðèìàíîâû ïîâåðõíîñòè
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Lemma
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Ëþáûå äâå îäíîñòîðîííèå êðèâûå íà ïðîåêòèâíîé ïëîñêîñòè ïåðåñåêàþòñÿ, ïîýòîìó ó
ãëàäêîé êðèâîé íå ìîæåò áûòü áîëüøå îäíîé òàêîé êîìïîíåíòû.

Ïðÿìàÿ îáùåãî ïîëîæåíèÿ ïåðåñåêàåò îäíîñòîðîííþþ êðèâóþ â íå÷åòíîì ÷èñëå òî÷åê, à
âñÿêèé îâàë � â ÷åòíîì ÷èñëå òî÷åê. Êîëè÷åñòâî òî÷åê ïåðåñå÷åíèÿ îáùåé âåùåñòâåííîé
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Ëåêöèÿ 10. 16-ÿ ïðîáëåìà Ãèëüáåðòà

Lemma

Âñÿêàÿ ãëàäêàÿ ïëîñêàÿ âåùåñòâåííàÿ êðèâàÿ íå÷åòíîé ñòåïåíè ñîäåðæèò ðîâíî îäíó

îäíîñòîðîííþþ êîìïîíåíòó ñâÿçíîñòè. Âñå êîìïîíåíòû ñâÿçíîñòè ãëàäêîé ïëîñêîé

âåùåñòâåííîé êðèâîé ÷åòíîé ñòåïåíè � îâàëû.

Äîêàçàòåëüñòâî.

Ëþáûå äâå îäíîñòîðîííèå êðèâûå íà ïðîåêòèâíîé ïëîñêîñòè ïåðåñåêàþòñÿ, ïîýòîìó ó
ãëàäêîé êðèâîé íå ìîæåò áûòü áîëüøå îäíîé òàêîé êîìïîíåíòû.
Ïðÿìàÿ îáùåãî ïîëîæåíèÿ ïåðåñåêàåò îäíîñòîðîííþþ êðèâóþ â íå÷åòíîì ÷èñëå òî÷åê, à
âñÿêèé îâàë � â ÷åòíîì ÷èñëå òî÷åê. Êîëè÷åñòâî òî÷åê ïåðåñå÷åíèÿ îáùåé âåùåñòâåííîé
ïðÿìîé ñ âåùåñòâåííîé ÷àñòüþ ïëîñêîé âåùåñòâåííîé êðèâîé èìååò òó æå ÷åòíîñòü, ÷òî
è ñòåïåíü êðèâîé.

Ñ. Ê. Ëàíäî Ââåäåíèå â ðèìàíîâû ïîâåðõíîñòè



Ëåêöèÿ 10. 16-ÿ ïðîáëåìà Ãèëüáåðòà

Ïëîñêàÿ àëãåáðàè÷åñêàÿ êðèâàÿ ñòåïåíè 6 èìååò ðîä (6− 1)(6− 2)/2 = 10, ïîýòîìó ó
ïëîñêîé âåùåñòâåííîé M-êðèâîé ñòåïåíè øåñòü 11 êîìïîíåíò ñâÿçíîñòè. Àëãåáðàè÷åñêàÿ
÷àñòü 16-é ïðîáëåìû Ãèëüáåðòà ñîñòîèò â îïèñàíèè âñåõ âîçìîæíûõ âçàèìíûõ
ðàñïîëîæåíèé êîìïîíåíò ñâÿçíîñòè òàêîé êðèâîé íà âåùåñòâåííîé ïðîåêòèâíîé
ïëîñêîñòè. Ãèëüáåðò óòâåðæäàë, ÷òî ñðåäè 11 îâàëîâ åñòü îäèí, ñîäåðæàùèé âíóòðè ñåáÿ
åùå îäèí, è åùå 9 ïðîñòûõ îâàëîâ âíå íåãî, ëèáî íàîáîðîò. Ä.À.Ãóäêîâ îáíàðóæèë åùå
îäèí ñëó÷àé: îâàë, âíóòðè è ñíàðóæè êîòîðîãî íàõîäèòñÿ ïî 5 ïðîñòûõ îâàëîâ, è äîêàçàë,
÷òî äðóãèõ âîçìîæíîñòåé íåò.

Âîïðîñ î âîçìîæíûõ êîíôèãóðàöèÿõ îâàëîâ äëÿ ïëîñêèõ M-êðèâûõ ñòåïåíè 8 è âûøå äî
ñèõ ïîð îòêðûò.

Ñ. Ê. Ëàíäî Ââåäåíèå â ðèìàíîâû ïîâåðõíîñòè
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Ïëîñêàÿ àëãåáðàè÷åñêàÿ êðèâàÿ ñòåïåíè 6 èìååò ðîä (6− 1)(6− 2)/2 = 10, ïîýòîìó ó
ïëîñêîé âåùåñòâåííîé M-êðèâîé ñòåïåíè øåñòü 11 êîìïîíåíò ñâÿçíîñòè. Àëãåáðàè÷åñêàÿ
÷àñòü 16-é ïðîáëåìû Ãèëüáåðòà ñîñòîèò â îïèñàíèè âñåõ âîçìîæíûõ âçàèìíûõ
ðàñïîëîæåíèé êîìïîíåíò ñâÿçíîñòè òàêîé êðèâîé íà âåùåñòâåííîé ïðîåêòèâíîé
ïëîñêîñòè. Ãèëüáåðò óòâåðæäàë, ÷òî ñðåäè 11 îâàëîâ åñòü îäèí, ñîäåðæàùèé âíóòðè ñåáÿ
åùå îäèí, è åùå 9 ïðîñòûõ îâàëîâ âíå íåãî, ëèáî íàîáîðîò. Ä.À.Ãóäêîâ îáíàðóæèë åùå
îäèí ñëó÷àé: îâàë, âíóòðè è ñíàðóæè êîòîðîãî íàõîäèòñÿ ïî 5 ïðîñòûõ îâàëîâ, è äîêàçàë,
÷òî äðóãèõ âîçìîæíîñòåé íåò.
Âîïðîñ î âîçìîæíûõ êîíôèãóðàöèÿõ îâàëîâ äëÿ ïëîñêèõ M-êðèâûõ ñòåïåíè 8 è âûøå äî
ñèõ ïîð îòêðûò.

Ñ. Ê. Ëàíäî Ââåäåíèå â ðèìàíîâû ïîâåðõíîñòè



Ëåêöèÿ 10. 16-ÿ ïðîáëåìà Ãèëüáåðòà

Îâàëàì êðèâîé ÷åòíîé ñòåïåíè ìîæíî ïðèïèñàòü çíàêè. Îâàëàì, íå ñîäåðæàùèìñÿ â
äðóãèõ îâàëàõ, ïðèïèñûâàåòñÿ çíàê +. Îâàëàì, íåïîñðåäñòâåííî ñîäåðæàùèìñÿ â îâàëå,
èìåþùèì çíàê +, çíàê −, îâàëàì, íåïîñðåäñòâåííî ñîäåðæàùèìñÿ â îâàëàõ ñî çíàêîì +,
è ò.ä. Îáîçíà÷èì ÷åðåç p êîëè÷åñòâî ïîëîæèòåëüíûõ îâàëîâ, ÷åðåç n � êîëè÷åñòâî
îòðèöàòåëüíûõ. Íàïðèìåð, òðè âîçìîæíûå êîíôèãóðàöèè îâàëîâ âåùåñòâåííûõ ïëîñêèõ
M-êðèâûõ ñòåïåíè 6 äàþò íàáîðû çíà÷åíèé p = 10, n = 1, p = 6, n = 5, p = 2, n = 9.

Theorem (ñðàâíåíèå Ãóäêîâà, äîêàçàíî Â.È.Àðíîëüäîì, 1971, è Â.À.Ðîõëèíûì, 1972)

Äëÿ ïëîñêîé âåùåñòâåííîé M-êðèâîé ÷åòíîé ñòåïåíè 2k âûïîëíÿåòñÿ ñðàâíåíèå

p − n ≡ k2 mod 8.

Ñ. Ê. Ëàíäî Ââåäåíèå â ðèìàíîâû ïîâåðõíîñòè
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Îâàëàì êðèâîé ÷åòíîé ñòåïåíè ìîæíî ïðèïèñàòü çíàêè. Îâàëàì, íå ñîäåðæàùèìñÿ â
äðóãèõ îâàëàõ, ïðèïèñûâàåòñÿ çíàê +. Îâàëàì, íåïîñðåäñòâåííî ñîäåðæàùèìñÿ â îâàëå,
èìåþùèì çíàê +, çíàê −, îâàëàì, íåïîñðåäñòâåííî ñîäåðæàùèìñÿ â îâàëàõ ñî çíàêîì +,
è ò.ä. Îáîçíà÷èì ÷åðåç p êîëè÷åñòâî ïîëîæèòåëüíûõ îâàëîâ, ÷åðåç n � êîëè÷åñòâî
îòðèöàòåëüíûõ. Íàïðèìåð, òðè âîçìîæíûå êîíôèãóðàöèè îâàëîâ âåùåñòâåííûõ ïëîñêèõ
M-êðèâûõ ñòåïåíè 6 äàþò íàáîðû çíà÷åíèé p = 10, n = 1, p = 6, n = 5, p = 2, n = 9.

Theorem (ñðàâíåíèå Ãóäêîâà, äîêàçàíî Â.È.Àðíîëüäîì, 1971, è Â.À.Ðîõëèíûì, 1972)

Äëÿ ïëîñêîé âåùåñòâåííîé M-êðèâîé ÷åòíîé ñòåïåíè 2k âûïîëíÿåòñÿ ñðàâíåíèå

p − n ≡ k2 mod 8.

Ñ. Ê. Ëàíäî Ââåäåíèå â ðèìàíîâû ïîâåðõíîñòè



Ëåêöèÿ 10. 16-ÿ ïðîáëåìà Ãèëüáåðòà: ñðàâíåíèå Ðîõëèíà

Ñ. Ê. Ëàíäî Ââåäåíèå â ðèìàíîâû ïîâåðõíîñòè


