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Ñðîê ñäà÷è ëèñòêà: 12 ìàÿ 20201

1. Äîêàæèòå êîððåêòíîñòü îïðåäåëåíèÿ ñòðóêòóð àëãåáðû Õîïôà äëÿ ãðóïïîâîé àëãåáðû

K[G] êîíå÷íîé ãðóïïû G è àëãåáðû FunK(G) ëèíåéíûõ ôóíêöèé íà ýòîé ãðóïïîâîé àëãåáðå.
Äîêàæèòå òàêæå, ÷òî ýòè àëãåáðû Õîïôà äóàëüíû äðóã äðóãó îòíîñèòåëüíî áèëèíåéíîé

ôîðìû

⟨f, v⟩ = f(v), f ∈ FunK(G), v ∈ K[G].

À èìåííî, ïðîâåðüòå ÿâíûì âû÷èñëåíèåì ñëåäóþùåå:

à) Îòîáðàæåíèÿ ∆G, εG è ∆F , εF ÿâëÿþòñÿ ãîìîìîðôèçìàìè, à îòîáðàæåíèÿ SG è SF

� àíòèãîìîìîðôèçìàìè.

á) Äëÿ âñåõ îïåðàöèé â àëãåáðàõ Õîïôà K[G] è FunK(G) âûïîëíåíû àêñèîìû îïðåäåëåíèÿ

àëãåáðû Õîïôà.

â) Îïåðàöèè â àëãåáðå Õîïôà K[G] ñâÿçàíû ñ îïåðàöèÿìè â àëãåáðå Õîïôà FunK(G)
ïîñðåäñòâîì áèëèíåéíîé ôîðìû â ñîîòâåòñòâèè ñ Îïðåäåëåíèåì 2.3.

Âñå íåîáõîäèìûå îïðåäåëåíèÿ äàíû â êîíñïåêòå ëåêöèé â ôîðìóëèðîâêàõ Óòâåðæäåíèé 3.2,

3.3 è 3.4.

2. Ïóñòü A � àëãåáðà Õîïôà íàä ïîëåì K ñ óìíîæåíèåì m, åäèíè÷íûì ýëåìåíòîì eA è

êîàëãåáðàè÷åñêìè îïåðàöèÿìè∆, ε è S. Ðàññìîòðèì àëãåáðóA∗ � äóàëüíóþ àëãåáðó Õîïôà

îòíîñèòåëüíî íåâûðîæäåííîé áèëèíåéíîé ôîðìû ⟨ , ⟩ : A∗ ⊗ A → K (ñì. Îïðåäåëåíèå 2.3

â çàïèñêàõ ëåêöèé). Ïîëüçóÿñü îïðåäåëåíèåì äóàëüíûõ ñòðóêòóð m∗, ∆∗ è ε∗, äîêàæèòå
ñëåäóþùåå:

à) Îòîáðàæåíèå ∆∗ äåéñòâèòåëüíî ãîìîìîðôèçì àëãåáð A∗ è A∗⊗A∗ ñ óìíîæåíèåì m∗.

á) Îïåðàöèè m∗, η∗, ∆∗ è ε∗ äåéñòâèòåëüíî óäîâëåòâîðÿþò ñîîòíîøåíèþ:

m∗ ◦ (id⊗ S∗) ◦∆∗ = η∗ ◦ ε∗

3. Ïðîâåðüòå ÿâíûì âû÷èñëåíèåì âûïîëíåíèå ñîîòíîøåíèé

P12 ◦ (S ⊗ S) ◦∆ = ∆ ◦ S è ε ◦ S = ε

äëÿ òðåõ ïðèìåðîâ àëãåáð Õîïôà, ðàññìîòðåííûõ â çàïèñêàõ ëåêöèé: äëÿ óíèâåðñàëüíîé

îáåðòûâàþùåé àëãåáðû U(L) àëãåáðû Ëè L, äëÿ ãðóïïîâîé àëãåáðû K[G] êîíå÷íîé ãðóïïû
G è äëÿ àëãåáðû FunK(G) ëèíåéíûõ ôóíêöèé íà ãðóïïîâîé àëãåáðå ãðóïïû G.

4. Ïóñòü T̂ : A → End(V ) ïðåäñòàâëåíèå àëãåáðû Õîïôà A â êîíå÷íîìåðíîì ëèíåéíîì ïðî-

ñòðàíñòâå V . Ïóñòü â íåêîòîðîì áàçèñå {ei} ïðîñòðàíñòâà V îïåðàòîð T̂ (a) a ∈ A çàäàåòñÿ

ìàòðèöåé T = ∥Tij(a)∥. Íàéäèòå ìàòðèöó îïåðàòîðà, ïðåäñòàâëÿþùåãî ýòîò æå ýëåìåíò

a â àëãåáðå End(V ∗) äóàëüíîãî ïðîñòðàíñòâà V ∗ â áàçèñå {ϵi}, äâîéñòâåííîì áàçèñó {ei}:
⟨ϵi, ej⟩ = δij .

5. Ïóñòü T̂ : G → End(V ) ïðåäñòàâëåíèå êîíå÷íîé ãðóïïû G â êîíå÷íîìåðíîì ëèíåéíîì

K-ïðîñòðàíñòâå V . Ïîëüçóÿñü ñòðóêòóðîé àëãåáðû Õîïôà íà ãðóïïîâîâé àëãåáðå K[G], ïî-
ñòðîéòå ïðåäñòàâëåíèå G â ëèíåéíîì ïðîñòðàíñòâå End(V ) ≃ V ⊗ V ∗.

6. Äîêàæèòå Óòâåðæäåíèå 3.5 èç çàïèñîê ëåêöèé îá àëãåáðàõ Õîïôà è íàéäèòå ÿâíûé

âèä îïåðàöèè êîóìíîæåíèÿ íà áàçèñíûõ ëèíåéíûõ ôóíêöèÿõ Lj
i (îáîçíà÷åíèå èç çàïèñîê

ëåêöèé).


