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Ëåêöèÿ 16. Òåîðåìà Ðèìàíà�Ðîõà: ñõåìà äîêàçàòåëüñòâà

Theorem

Ïóñòü C � ãëàäêàÿ àëãåáðàè÷åñêàÿ êðèâàÿ ðîäà g , D ∈ Div(C ), d = deg(D). Òîãäà

l(D) = d − g + 1 + i(D).

Çäåñü l(D) = dim L(D) � ðàçìåðíîñòü ïðîñòðàíñòâà ìåðîìîðôíûõ ôóíêöèé íà C ,
äèâèçîð êîòîðûõ íå ìåíüøå −D; i(D) � ðàìåðíîñòü ïðîñòðàíñòâà ìåðîìîðôíûõ 1-ôîðì
íà C , äèâèçîð êîòîðûõ íå ìåíüøå D.

Çàìåíèâ â ýòîì ðàâåíñòâå äèâèçîð D äèâèçîðîì K − D (K � êàíîíè÷åñêèé äèâèçîð),
ñòåïåíü êîòîðîãî ðàâíà deg(K − D) = 2g − 2− d , ìû ìîæåì ïåðåïèñàòü åãî â âèäå

l(K − D) = 2g − 2− d − g + 1 + i(K − D) = g − 1− d + i(K − D).

Ïðîñòðàíñòâî ìåðîìîðôíûõ 1-ôîðì, äèâèçîð êîòîðûõ íå ìåíüøå K − D, èçîìîðôíî
ïðîñòðàíñòâó L(D) ìåðîìîðôíûõ ôóíêöèé, äèâèçîð êîòîðûõ íå ìåíüøå −D, ò.å.
i(K − D) = l(D), èëè, ÷òî òî æå ñàìîå, i(D) = l(K − D). Ïîýòîìó ôîðìóëó Ðèìàíà�Ðîõà
ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå

l(D) = d − g + 1 + l(K − D).
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l(D) = d − g + 1 + l(K − D).

Theorem (íåðàâåíñòâî Ðèìàíà)

Ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî l(D) ≥ d − g + 1.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü C ÿâëÿåòñÿ íîðìàëèçàöèåé ïëîñêîé íîäàëüíîé êðèâîé C ′,
çàäàííîé óðàâíåíèåì F = 0 ñòåïåíè m, ñ δ äâîéíûìè òî÷êàìè {p1, . . . , pδ}, ïðîîáðàçû
êîòîðûõ íà C îáðàçóþò äèâèçîð ∆ = 1 · p11 + 1 · p12 + · · ·+ 1 · pδ1 + 1 · pδ2.
D = D ′ − D ′′ � ðàçíîñòü ýôôåêòèâíûõ äèâèçîðîâ, d ′ = degD ′, d ′′ = degD ′′.

Sn � ïðîñòðàíñòâî ìíîãî÷ëåíîâ ñòåïåíè n îò òðåõ ïåðåìåííûõ, dim Sn = (n+1)(n+2)
2

.

Lemma

Ïðè n äîñòàòî÷íî áîëüøîì â Sn åñòü ìíîãî÷ëåí G , òàêîé, ÷òî à) F íå äåëèò G ; á)
G · C ≥ ∆ + D ′.
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ïîëîæèòåëüíîé êîðàçìåðíîñòè. Êàæäîå óñëîâèå âèäà G · C ≥ k · p, p ∈ C íàêëàäûâàåò k
ëèíåéíûõ îãðàíè÷åíèé íà êîýôôèöèåíòû ìíîãî÷ëåíà G . Ïîýòîìó óñëîâèå G · C ≥ ∆ + D ′

ýêâèâàëåíòíî íàáîðó èç 2δ + d ′ ëèíåéíûõ óðàâíåíèé íà êîýôôèöèåíòû ìíîãî÷ëåíà G .

Åñëè n òàêîâî, ÷òî (n+1)(n+2)
2

≥ 2δ + d ′, òî èñêîìûé ìíîãî÷ëåí G ñóùåñòâóåò.
Çàôèêñèðóåì òàêîå n è òàêîé ìíîãî÷ëåí G .
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Ðàññìîòðèì äèâèçîð E = G · C − D ′ −∆, E ≥ 0, deg E = mn − d ′ − 2δ. Ââåäåì
ïðîñòðàíñòâî ìíîãî÷ëåíîâ S = {H ∈ Sn|H · C ≥ ∆ + E + D ′′}. Óñëîâèå
H · C ≥ ∆ + E + D ′′ ýêâèâàëåíòíî íàáîðó èç

δ + (mn − d ′ − 2δ) + d ′′ = mn − δ − d ′ + d ′′ = mn − δ − d

ëèíåéíûõ óðàâíåíèé. Ïîýòîìó dimS ≥ (n+1)(n+2)
2

+ δ + d −mn.

Ðàññìîòðèì îòîáðàæåíèå S → L(D), ñîïîñòàâëÿþùåå ìíîãî÷ëåíó H ∈ S ôóíêöèþ H
G

∣∣
C ′ :

(fH) + D = (H · C )− (G · C ) + D ≥ (∆ + E + D ′′)− (E + D ′ + ∆) + D = 0.

ßäðî F · Sn−m ýòîãî îòîáðàæåíèÿ ñîñòîèò èç ìíîãî÷ëåíîâ, äåëÿùèõñÿ íà F , åãî
ðàçìåðíîñòü ðàâíà (n −m + 1)(n −m + 2)/2. Ïîýòîìó

l(D) ≥ dim S − 1

2
(n −m + 1)(n −m + 2)

≥ 1

2
(n + 1)(n + 2) + δ + d −mn − 1

2
(n −m + 1)(n −m + 2)

= d − 1

2
m(m − 3) + δ = d − g + 1.

Ñ. Ê. Ëàíäî Ââåäåíèå â ðèìàíîâû ïîâåðõíîñòè



Ëåêöèÿ 16. Òåîðåìà Ðèìàíà�Ðîõà: ñõåìà äîêàçàòåëüñòâà

Ðàññìîòðèì äèâèçîð E = G · C − D ′ −∆, E ≥ 0, deg E = mn − d ′ − 2δ. Ââåäåì
ïðîñòðàíñòâî ìíîãî÷ëåíîâ S = {H ∈ Sn|H · C ≥ ∆ + E + D ′′}. Óñëîâèå
H · C ≥ ∆ + E + D ′′ ýêâèâàëåíòíî íàáîðó èç

δ + (mn − d ′ − 2δ) + d ′′ = mn − δ − d ′ + d ′′ = mn − δ − d

ëèíåéíûõ óðàâíåíèé. Ïîýòîìó dimS ≥ (n+1)(n+2)
2

+ δ + d −mn.

Ðàññìîòðèì îòîáðàæåíèå S → L(D), ñîïîñòàâëÿþùåå ìíîãî÷ëåíó H ∈ S ôóíêöèþ H
G

∣∣
C ′ :

(fH) + D = (H · C )− (G · C ) + D ≥ (∆ + E + D ′′)− (E + D ′ + ∆) + D = 0.

ßäðî F · Sn−m ýòîãî îòîáðàæåíèÿ ñîñòîèò èç ìíîãî÷ëåíîâ, äåëÿùèõñÿ íà F , åãî
ðàçìåðíîñòü ðàâíà (n −m + 1)(n −m + 2)/2. Ïîýòîìó

l(D) ≥ dim S − 1

2
(n −m + 1)(n −m + 2)

≥ 1

2
(n + 1)(n + 2) + δ + d −mn − 1

2
(n −m + 1)(n −m + 2)

= d − 1

2
m(m − 3) + δ = d − g + 1.

Ñ. Ê. Ëàíäî Ââåäåíèå â ðèìàíîâû ïîâåðõíîñòè



Ëåêöèÿ 16. Òåîðåìà Ðèìàíà�Ðîõà: ñõåìà äîêàçàòåëüñòâà

Lemma

Äëÿ ýôôåêòèâíîãî äèâèçîðà D =
∑

di · pi , di > 0 ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

l(D)− l(K − D) ≤ d − g + 1.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðèíàäëåæíîñòü ê L(D) íàêëàäûâàåò íà ãëàâíûå ÷àñòè ïîðÿäêîâ di â
òî÷êàõ pi g ëèíåéíûõ óñëîâèé � îáðàùåíèé â íóëü âû÷åòîâ ñ ãîëîìîðôíûìè ôîðìàìè.
Èç ýòèõ g ëèíåéíûõ óñëîâèé òîëüêî g − L(K − D) ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ.
Åñëè l(D) > 0, òî D ýêâèâàëåíòåí ýôôåêòèâíîìó äèâèçîðó. Åñëè l(D) = 0, òî ìû ìîæåì
ïðèìåíèòü íåðàâåíñòâî Ðèìàíà ê äèâèçîðó K − D.
Îáðàòíîå íåðàâåíñòâî l(D)− l(K − D) ≥ d − g + 1 ïîëó÷àåòñÿ çàìåíîé äèâèçîðà D
äèâèçîðîì K − D. Òåîðåìà Ðèìàíà�Ðîõà äîêàçàíà.
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Lemma

Äëÿ ýôôåêòèâíîãî äèâèçîðà D =
∑

di · pi , di > 0 ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

l(D)− l(K − D) ≤ d − g + 1.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðèíàäëåæíîñòü ê L(D) íàêëàäûâàåò íà ãëàâíûå ÷àñòè ïîðÿäêîâ di â
òî÷êàõ pi g ëèíåéíûõ óñëîâèé � îáðàùåíèé â íóëü âû÷åòîâ ñ ãîëîìîðôíûìè ôîðìàìè.
Èç ýòèõ g ëèíåéíûõ óñëîâèé òîëüêî g − L(K − D) ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ.
Åñëè l(D) > 0, òî D ýêâèâàëåíòåí ýôôåêòèâíîìó äèâèçîðó. Åñëè l(D) = 0, òî ìû ìîæåì
ïðèìåíèòü íåðàâåíñòâî Ðèìàíà ê äèâèçîðó K − D.
Îáðàòíîå íåðàâåíñòâî l(D)− l(K − D) ≥ d − g + 1 ïîëó÷àåòñÿ çàìåíîé äèâèçîðà D
äèâèçîðîì K − D. Òåîðåìà Ðèìàíà�Ðîõà äîêàçàíà.

Ñ. Ê. Ëàíäî Ââåäåíèå â ðèìàíîâû ïîâåðõíîñòè



Ñ. Ê. Ëàíäî Ââåäåíèå â ðèìàíîâû ïîâåðõíîñòè



Âíå ðàìîê êóðñà: ÿêîáèàí

Âåùåñòâåííàÿ êðèâàÿ γ : [0, 1]→ C íà êîìïëåêñíîé àëãåáðàè÷åñêîé êðèâîé C îïðåäåëÿåò
ëèíåéíûé ôóíêöèîíàë Iγ íà g -ìåðíîì ïðîñòðàíñòâå ãîëîìîðôíûõ 1-ôîðì íà C :
Iγ : ω 7→

∫
γ
ω. Ýòîò ôóíêöèîíàë çàâèñèò òîëüêî îò ãîìîòîïè÷åñêîãî êëàññà êðèâîé γ â

êëàññå êðèâûõ, ñîåäèíÿþùèõ äâå äàííûå òî÷êè γ(0), γ(1).
Ãîìîòîïè÷åñêèå êëàññû çàìêíóòûõ êðèâûõ îáðàçóþò ïîëíóþ ðåøåòêó â âåêòîðíîì
ïðîñòðàíñòâå, äâîéñòâåííîì ïðîñòðàíñòâó ãîëîìîðôíûõ 1-ôîðì. Ôàêòîð ïî ýòîé ðåøåòêå
� g -ìåðíûé êîìïëåêñíûé òîð (2g -ìåðíûé âåùåñòâåííûé òîð, íàäåëåííûé ñòðóêòóðîé
g -ìåðíîãî êîìïëåêñíîãî ìíîãîîáðàçèÿ). Îí íàçûâàåòñÿ ÿêîáèàíîì êðèâîé.

Example

ßêîáèàí ýëëèïòè÷åñêîé êðèâîé èçîìîðôåí ñàìîé ýòîé êðèâîé.

Òåîðåìà Òîðåëëè óòâåðæäàåò, ÷òî ÿêîáèàíû ðàçëè÷íûõ êðèâûõ ðàçëè÷íû. Íå êàæäûé
êîìïëåêñíûé òîð ÿâëÿåòñÿ ÿêîáèàíîì êàêîé-ëèáî êðèâîé. Çàäà÷à âûäåëåíèÿ ÿêîáèàíîâ
ñðåäè òîðîâ íàçûâàåòñÿ ïðîáëåìîé Øîòòêè. ßêîáèàíû êðèâûõ íåñóò âàæíóþ
èíôîðìàöèþ î ñàìèõ êðèâûõ.

Ñ. Ê. Ëàíäî Ââåäåíèå â ðèìàíîâû ïîâåðõíîñòè



Âíå ðàìîê êóðñà: ÿêîáèàí

Âåùåñòâåííàÿ êðèâàÿ γ : [0, 1]→ C íà êîìïëåêñíîé àëãåáðàè÷åñêîé êðèâîé C îïðåäåëÿåò
ëèíåéíûé ôóíêöèîíàë Iγ íà g -ìåðíîì ïðîñòðàíñòâå ãîëîìîðôíûõ 1-ôîðì íà C :
Iγ : ω 7→

∫
γ
ω. Ýòîò ôóíêöèîíàë çàâèñèò òîëüêî îò ãîìîòîïè÷åñêîãî êëàññà êðèâîé γ â

êëàññå êðèâûõ, ñîåäèíÿþùèõ äâå äàííûå òî÷êè γ(0), γ(1).
Ãîìîòîïè÷åñêèå êëàññû çàìêíóòûõ êðèâûõ îáðàçóþò ïîëíóþ ðåøåòêó â âåêòîðíîì
ïðîñòðàíñòâå, äâîéñòâåííîì ïðîñòðàíñòâó ãîëîìîðôíûõ 1-ôîðì. Ôàêòîð ïî ýòîé ðåøåòêå
� g -ìåðíûé êîìïëåêñíûé òîð (2g -ìåðíûé âåùåñòâåííûé òîð, íàäåëåííûé ñòðóêòóðîé
g -ìåðíîãî êîìïëåêñíîãî ìíîãîîáðàçèÿ). Îí íàçûâàåòñÿ ÿêîáèàíîì êðèâîé.

Example

ßêîáèàí ýëëèïòè÷åñêîé êðèâîé èçîìîðôåí ñàìîé ýòîé êðèâîé.

Òåîðåìà Òîðåëëè óòâåðæäàåò, ÷òî ÿêîáèàíû ðàçëè÷íûõ êðèâûõ ðàçëè÷íû. Íå êàæäûé
êîìïëåêñíûé òîð ÿâëÿåòñÿ ÿêîáèàíîì êàêîé-ëèáî êðèâîé. Çàäà÷à âûäåëåíèÿ ÿêîáèàíîâ
ñðåäè òîðîâ íàçûâàåòñÿ ïðîáëåìîé Øîòòêè. ßêîáèàíû êðèâûõ íåñóò âàæíóþ
èíôîðìàöèþ î ñàìèõ êðèâûõ.

Ñ. Ê. Ëàíäî Ââåäåíèå â ðèìàíîâû ïîâåðõíîñòè



Âíå ðàìîê êóðñà: ÿêîáèàí

Âåùåñòâåííàÿ êðèâàÿ γ : [0, 1]→ C íà êîìïëåêñíîé àëãåáðàè÷åñêîé êðèâîé C îïðåäåëÿåò
ëèíåéíûé ôóíêöèîíàë Iγ íà g -ìåðíîì ïðîñòðàíñòâå ãîëîìîðôíûõ 1-ôîðì íà C :
Iγ : ω 7→

∫
γ
ω. Ýòîò ôóíêöèîíàë çàâèñèò òîëüêî îò ãîìîòîïè÷åñêîãî êëàññà êðèâîé γ â

êëàññå êðèâûõ, ñîåäèíÿþùèõ äâå äàííûå òî÷êè γ(0), γ(1).
Ãîìîòîïè÷åñêèå êëàññû çàìêíóòûõ êðèâûõ îáðàçóþò ïîëíóþ ðåøåòêó â âåêòîðíîì
ïðîñòðàíñòâå, äâîéñòâåííîì ïðîñòðàíñòâó ãîëîìîðôíûõ 1-ôîðì. Ôàêòîð ïî ýòîé ðåøåòêå
� g -ìåðíûé êîìïëåêñíûé òîð (2g -ìåðíûé âåùåñòâåííûé òîð, íàäåëåííûé ñòðóêòóðîé
g -ìåðíîãî êîìïëåêñíîãî ìíîãîîáðàçèÿ). Îí íàçûâàåòñÿ ÿêîáèàíîì êðèâîé.

Example

ßêîáèàí ýëëèïòè÷åñêîé êðèâîé èçîìîðôåí ñàìîé ýòîé êðèâîé.

Òåîðåìà Òîðåëëè óòâåðæäàåò, ÷òî ÿêîáèàíû ðàçëè÷íûõ êðèâûõ ðàçëè÷íû. Íå êàæäûé
êîìïëåêñíûé òîð ÿâëÿåòñÿ ÿêîáèàíîì êàêîé-ëèáî êðèâîé. Çàäà÷à âûäåëåíèÿ ÿêîáèàíîâ
ñðåäè òîðîâ íàçûâàåòñÿ ïðîáëåìîé Øîòòêè. ßêîáèàíû êðèâûõ íåñóò âàæíóþ
èíôîðìàöèþ î ñàìèõ êðèâûõ.

Ñ. Ê. Ëàíäî Ââåäåíèå â ðèìàíîâû ïîâåðõíîñòè



Ñ. Ê. Ëàíäî Ââåäåíèå â ðèìàíîâû ïîâåðõíîñòè



Âíå ðàìîê êóðñà: ãèïåðáîëè÷åñêàÿ ãåîìåòðèÿ

Ó êàæäîé êîìïëåêñíîé êðèâîé åñòü óíèâåðñàëüíîå íàêðûòèå. Íàêðûâàþùàÿ êðèâàÿ
ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé (âîîáùå ãîâîðÿ, íåêîìïàêòíóþ), ñâÿçíóþ îäíîñâÿçíóþ êîìïëåêñíóþ
êðèâóþ, è òàêèõ êðèâûõ (ñ òî÷íîñòüþ äî èçîìîðôèçìà) âñåãî òðè: CP1, C è åäèíè÷íûé
äèñê D (èëè èçîìîðôíàÿ åìó âåðõíÿÿ ïîëóïëîñêîñòü {z |=z > 0} ⊂ C).

Ïðîåêòèâíàÿ ïðÿìàÿ CP1 íàêðûâàåò òîëüêî ñàìó ñåáÿ. Ïðÿìàÿ C íàêðûâàåò ïðîåêòèâíóþ
ïðÿìóþ, ïðîêîëîòóþ â îäíîé èëè äâóõ òî÷êàõ, à òàêæå âñå ýëëèïòè÷åñêèå êðèâûå. Âñå
êðèâûå, ýéëåðîâà õàðàêòåðèñòèêà êîòîðûõ îòðèöàòåëüíà, íàêðûâàþòñÿ âåðõíåé
ïîëóïëîñêîñòüþ.
Íà êàæäîé èç òðåõ ñâÿçíûõ îäíîñâÿçíûõ êîìïëåêñíûõ êðèâûõ èìååòñÿ îäíîðîäíàÿ
ìåòðèêà ïîñòîÿííîé êðèâèçíû. Íà CP1 ýòà ìåòðèêà ñôåðè÷åñêàÿ, íà C îíà ïëîñêàÿ, íà
âåðõíåé ïîëóïëîñêîñòè � ãèïåðáîëè÷åñêàÿ. Èçîìîðôèçìû êîìïëåêñíîé ñòðóêòóðû
ñîõðàíÿþò ìåòðèêó.

Ñ. Ê. Ëàíäî Ââåäåíèå â ðèìàíîâû ïîâåðõíîñòè



Âíå ðàìîê êóðñà: ãèïåðáîëè÷åñêàÿ ãåîìåòðèÿ

Ó êàæäîé êîìïëåêñíîé êðèâîé åñòü óíèâåðñàëüíîå íàêðûòèå. Íàêðûâàþùàÿ êðèâàÿ
ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé (âîîáùå ãîâîðÿ, íåêîìïàêòíóþ), ñâÿçíóþ îäíîñâÿçíóþ êîìïëåêñíóþ
êðèâóþ, è òàêèõ êðèâûõ (ñ òî÷íîñòüþ äî èçîìîðôèçìà) âñåãî òðè: CP1, C è åäèíè÷íûé
äèñê D (èëè èçîìîðôíàÿ åìó âåðõíÿÿ ïîëóïëîñêîñòü {z |=z > 0} ⊂ C).
Ïðîåêòèâíàÿ ïðÿìàÿ CP1 íàêðûâàåò òîëüêî ñàìó ñåáÿ. Ïðÿìàÿ C íàêðûâàåò ïðîåêòèâíóþ
ïðÿìóþ, ïðîêîëîòóþ â îäíîé èëè äâóõ òî÷êàõ, à òàêæå âñå ýëëèïòè÷åñêèå êðèâûå. Âñå
êðèâûå, ýéëåðîâà õàðàêòåðèñòèêà êîòîðûõ îòðèöàòåëüíà, íàêðûâàþòñÿ âåðõíåé
ïîëóïëîñêîñòüþ.

Íà êàæäîé èç òðåõ ñâÿçíûõ îäíîñâÿçíûõ êîìïëåêñíûõ êðèâûõ èìååòñÿ îäíîðîäíàÿ
ìåòðèêà ïîñòîÿííîé êðèâèçíû. Íà CP1 ýòà ìåòðèêà ñôåðè÷åñêàÿ, íà C îíà ïëîñêàÿ, íà
âåðõíåé ïîëóïëîñêîñòè � ãèïåðáîëè÷åñêàÿ. Èçîìîðôèçìû êîìïëåêñíîé ñòðóêòóðû
ñîõðàíÿþò ìåòðèêó.

Ñ. Ê. Ëàíäî Ââåäåíèå â ðèìàíîâû ïîâåðõíîñòè



Âíå ðàìîê êóðñà: ãèïåðáîëè÷åñêàÿ ãåîìåòðèÿ

Ó êàæäîé êîìïëåêñíîé êðèâîé åñòü óíèâåðñàëüíîå íàêðûòèå. Íàêðûâàþùàÿ êðèâàÿ
ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé (âîîáùå ãîâîðÿ, íåêîìïàêòíóþ), ñâÿçíóþ îäíîñâÿçíóþ êîìïëåêñíóþ
êðèâóþ, è òàêèõ êðèâûõ (ñ òî÷íîñòüþ äî èçîìîðôèçìà) âñåãî òðè: CP1, C è åäèíè÷íûé
äèñê D (èëè èçîìîðôíàÿ åìó âåðõíÿÿ ïîëóïëîñêîñòü {z |=z > 0} ⊂ C).
Ïðîåêòèâíàÿ ïðÿìàÿ CP1 íàêðûâàåò òîëüêî ñàìó ñåáÿ. Ïðÿìàÿ C íàêðûâàåò ïðîåêòèâíóþ
ïðÿìóþ, ïðîêîëîòóþ â îäíîé èëè äâóõ òî÷êàõ, à òàêæå âñå ýëëèïòè÷åñêèå êðèâûå. Âñå
êðèâûå, ýéëåðîâà õàðàêòåðèñòèêà êîòîðûõ îòðèöàòåëüíà, íàêðûâàþòñÿ âåðõíåé
ïîëóïëîñêîñòüþ.
Íà êàæäîé èç òðåõ ñâÿçíûõ îäíîñâÿçíûõ êîìïëåêñíûõ êðèâûõ èìååòñÿ îäíîðîäíàÿ
ìåòðèêà ïîñòîÿííîé êðèâèçíû. Íà CP1 ýòà ìåòðèêà ñôåðè÷åñêàÿ, íà C îíà ïëîñêàÿ, íà
âåðõíåé ïîëóïëîñêîñòè � ãèïåðáîëè÷åñêàÿ. Èçîìîðôèçìû êîìïëåêñíîé ñòðóêòóðû
ñîõðàíÿþò ìåòðèêó.

Ñ. Ê. Ëàíäî Ââåäåíèå â ðèìàíîâû ïîâåðõíîñòè



Âíå ðàìîê êóðñà: ãèïåðáîëè÷åñêàÿ ãåîìåòðèÿ

Ãèïåðáîëè÷åñêàÿ ìåòðèêà ïîñòîÿííîé îòðèöàòåëüíîé êðèâèçíû −1 íà âåðõíåé

ïîëóïëîñêîñòè çàäàåòñÿ ôîðìóëîé ds2 = dx2+dy2

y2 , ãäå z = x + iy . Ôóíäàìåíòàëüíàÿ ãðóïïà
íàêðûòèÿ äåéñòâóåò íà óíèâåðñàëüíîé íàêðûâàþùåé èçîìåòðèÿìè, ïîýòîìó íà âñÿêîé
êîìïëåêñíîé êðèâîé îòðèöàòåëüíîé ýéëåðîâîé õàðàêòåðèñòèêè èìååòñÿ åñòâåñòâåííàÿ
ãèïåðáîëè÷åñêàÿ ìåòðèêà ïîñòîÿííîé îòðèöàòåëüíîé êðèâèçíû −1. Ýòî ñîîòâåòñòâèå
âçàèìíî-îäíîçíà÷íî.

Îòîæäåñòâëåíèå êîìïëåêñíûõ ñòðóêòóð ñ ãèïåðáîëè÷åñêèìè ìåòðèêàìè ïîñòîÿííîé
îòðèöàòåëüíîé êðèâèçíû ïîçâîëÿåò ðàññìàòðèâèàòü íà ïðîñòðàíñòâàõ ýòèõ ñòðóêòóð
ðàçëè÷íûå äèíàìè÷åñêèå ñèñòåìû è ïðèìåíÿòü ìåòîäû òåîðèè äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì ê
èçó÷åíèþ ñòðîåíèÿ ïðîñòðàíñòâ ìîäóëåé êðèâûõ.

Ñ. Ê. Ëàíäî Ââåäåíèå â ðèìàíîâû ïîâåðõíîñòè



Âíå ðàìîê êóðñà: ãèïåðáîëè÷åñêàÿ ãåîìåòðèÿ

Ãèïåðáîëè÷åñêàÿ ìåòðèêà ïîñòîÿííîé îòðèöàòåëüíîé êðèâèçíû −1 íà âåðõíåé

ïîëóïëîñêîñòè çàäàåòñÿ ôîðìóëîé ds2 = dx2+dy2

y2 , ãäå z = x + iy . Ôóíäàìåíòàëüíàÿ ãðóïïà
íàêðûòèÿ äåéñòâóåò íà óíèâåðñàëüíîé íàêðûâàþùåé èçîìåòðèÿìè, ïîýòîìó íà âñÿêîé
êîìïëåêñíîé êðèâîé îòðèöàòåëüíîé ýéëåðîâîé õàðàêòåðèñòèêè èìååòñÿ åñòâåñòâåííàÿ
ãèïåðáîëè÷åñêàÿ ìåòðèêà ïîñòîÿííîé îòðèöàòåëüíîé êðèâèçíû −1. Ýòî ñîîòâåòñòâèå
âçàèìíî-îäíîçíà÷íî.
Îòîæäåñòâëåíèå êîìïëåêñíûõ ñòðóêòóð ñ ãèïåðáîëè÷åñêèìè ìåòðèêàìè ïîñòîÿííîé
îòðèöàòåëüíîé êðèâèçíû ïîçâîëÿåò ðàññìàòðèâèàòü íà ïðîñòðàíñòâàõ ýòèõ ñòðóêòóð
ðàçëè÷íûå äèíàìè÷åñêèå ñèñòåìû è ïðèìåíÿòü ìåòîäû òåîðèè äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì ê
èçó÷åíèþ ñòðîåíèÿ ïðîñòðàíñòâ ìîäóëåé êðèâûõ.

Ñ. Ê. Ëàíäî Ââåäåíèå â ðèìàíîâû ïîâåðõíîñòè



Ñ. Ê. Ëàíäî Ââåäåíèå â ðèìàíîâû ïîâåðõíîñòè


